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Resumen: Objetivos y aportes originales

Hemos de considerar la estructura de multiplicadores y derivaciones en algebras de
operadores. En procura de que el trabajo no se diluya en especificaciones técnicas trata-
mos en todo caso de situarlo en el contexto general de la teoria de derivaciones en dlgebras
de Banach. Por ello se citara frecuentemente [33], trabajo que adjuntamos a esta tesis, en
el Anexo |Il Asimismo, en varias de las secciones de este documento daré los elementos
minimos que permitan al lector una mejor comprension de los temas abordados.

El trabajo estd dividido en cuatro capitulos principales, a saber: el Capitulo [I] de
cardcter introductorio, el Capitulo[2]acerca derivaciones en dlgebras nucleares, el Capitulo
acerca de B-derivaciones, y el Capitulo 4{sobre (o, 7)-derivaciones.

Los resultados principales del Capitulo[2] publicados en [34], estdn en la Seccién[2.6]
La entidad de este estudio reside en el Teorema[2.5.2] que precisa condiciones fuertemen-
te restrictivas de amenabilidad o super-amenabilidad de dlgebras nucleares construidas
sobre pares duales de espacios de Banach. Estudiamos entonces la estructura de las deri-
vaciones de tipo Hadamard cuyos resultados principales son Lema [2.6.10}, Prop. 2.6.11],
Prop. Prop. Prop.[2.6.13]y Teo.[2.6.13]

Los resultados principales del Capitulo 3| publicados en [36], los tenemos en las Sec-
ciones[3.2]y [3.3] Consideramos un teorema de estructura y y la descripcién exhaustiva de
B-derivaciones sobre ! (N) en la forma de los teoremas y el Corolario m

En el Capitulo ] consideraré dos problemas enunciados por M. Mirzavaziri (cf. [38],
2009) acerca de estructura de (o, 7)-derivaciones. La investigacion, de caracter algebraica,
pudo hacerse en un marco elemental finito-dimensional. Los resultados principales, pu-

blicados en [35], los tenemos en los teoremas 4.2.2] [4.2.3|y 4.2.5]




Abstract: The matter and our main
contributions

We consider the structure of multipliers and derivations in operator algebras. In order
to avoid a lot of technical specifications and for the sake of clearness we try to put our
matter in the general framework of the theory of derivations on Banach algebras. So, |
added my undergraduated thesis [33], in the Appendix |I, where various aspects of the
theory are treated more exhaustively.

The work is divided into four main chapters; the Chapter 1| by way of introduction,
the Chapter[2]about derivations in nuclear algebras, the Chapter [3]about B-derivations and
the Chapter 4| about (o, 7)-derivations.

The main results of Chapter[2] published in [34]], are in Section[2.6] The importance of
this study lies in Theorem [2.5.2] that requires highly restrictive conditions of amenabilithy
or super-amenabilithy of nuclear algebras built on dual pairs of Banach spaces. Then
studied the structure of derivations type Hadamard (Lemma [2.6.10] Prop. 2.6.11] Prop.
[2.6.12] Prop.[2.6.14] Prop.[2.6.15] and Teo.[2.6.13).

The main results of Chapter [3] published in [36], we have them in Sections [3.2] and
We consider a structure theorem and the comprehensive description of B—derivations
on /! (N) in the form of Theorems and the Corollary

In Chapter [ solve two problems stated by M. Mirzavaziri (cf. [38], 2009) about the
structure of (o, 7)-derivations. The research, algebraic in nature, could be done in a basic
finite-dimensional framework. The main results, reported in [35]], are in the Theorems

422 [4.2.3and4.2.5




Capitulo 1

Marco general

Fijada un dlgebra de Banach U/, que asumiremos en general compleja, hay
variedad de recursos para desentraiar sus propiedades tedricas o con relacion
a su estructura intrinseca. Es razonable en principio considerar las clases de
U-mbdulos a izquierda, a derecha y bilaterales de Banach asociados. Preci-
samente, si X fuere un &/ médulo de Banach a izquierda entonces X es un
espacio de Banach per se sobre el que hay definida una accion U x X — X,
(a,z) = a -z, que es C-bilineal, (ab) -z =a-(b-2)y |la-z| < |af ||z
cualesquiera sean a,b € U y x € X. Asimismo, todo /-mbdulo de Ba-
nach a derecha no es otra cosa que un /°’-médulo de Banach a izquierda,
donde U°? denota el algebra usual opuesta de U/. En este caso la condicion
(@opb) -z = a-(b-z)validaa,b € Uy x € X requiere la identidad
(ba) - x = a- (b-x), por lo cual indicaremos la accién a derecha de U sobre
X en la forma (a,z) — z - a, de modo que z - (ba) = (z - b) - a. Si X fue-
re un {-bimédulo de Banach entonces X serd (/-mddulo de Banach tanto a
derecha como a izquierda.

Dado un U-bimédulo de Banach X una aplicacion lineal D : U —X es
una derivacion de bimdédulos si verifica la denominada regla de Leibniz, i.e.
para cada a,b € U resulta D(ab) = a - D(b) + D(a) - b. Evidentemente si
X = U tenemos la nocién corriente de derivada, pero el enfoque més general
se da naturalmente y es central para la teoria cohomologica de dlgebras de
Banach.

Hay ciertamente derivaciones no acotadas. P. ej., Y = C'[0,1] es un
algebra de Banach con la estructura vectorial natural, el producto punto a
punto y la norma ||a|| = ||a|| + ||da/dt||__ para cada a € U. De esta ma-
nera X = (C[0,1],[lo|,) es un U-bimédulo de Banach y la aplicacion
D : U —X dada mediante D(a) = da/dt para a € U es una derivacion
no acotada. El estudio de derivaciones no acotadas se justifica no solo por un
marcado interés propio, siné también por aplicaciones relevantes a la Fisica,
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Marco general

en particular en problemas dindmicos en Mecdanica Estadistica [S1], [52]].

Adun en el contexto general de un (/-bimddulo de Banach X es muy sen-
cillo dar ejemplo de derivaciones: fijado z € X la aplicacién ad, : U — X
tal que ad, (a) = a-x — x - a para cada a € U es una derivacion. A estas
derivaciones cuya descripcion es tan simple se las llama derivaciones inter-
nas, y suele indicarse N'! (U, X) al conjunto de derivaciones internas de U
con valores en X. Por ejemplo si X fuere un espacio normado toda deri-
vacion D : A — B(X) es necesariamente interna, donde .4 es cualquier
clase corriente de operadores sobre X (cf. [6] o Th. 9 en [25]). Evidente-
mente toda derivacion interna ad, es acotada, siendo ||ad,| < 2||z|| para
cada x € U. En algunos casos se puede dar alguna precision adicional e im-
portante. P. ej. si Y = B(X) es el dlgebra de operadores acotados sobre un
espacio de Hilbert la norma de una derivacién interna ady dada por un opera-
dor T € B(X) es ||adr| = 2dist (T, CIdx) [56]. Dicho resultado es vélido
si X = (R", ||o||,) o si X es el espacio de Banach real de medidas signadas
acotadas u sobre un espacio compacto {2 tal que v € X toda vez que v es
medida absolutamente continua respecto a y. Sin embargo, el resultado es
falsosi X =[P o X = LP(0,1) conp € (1,00) — {2} [21]. Se llama deri-
vacion externa a toda derivacion no interna. La estructura de estas suele ser
compleja de describir. A veces no las hay y entonces toda derivacion resulta
interna. Situaciones asi se dan en el contexto de C"*-algebras no unitarias sim-
ples (i.e. sin ideales bilateros no triviales) [S0]. Hay derivaciones externas en
(C*-éalgebras separables que poseen algin cociente primitivo no unitario [[10].

En el contexto de dlgebras 3 (X') de operadores acotados sobre espacios
de Hilbert, la imposibilidad probada en 1947 de realizar al operador idéntico
en la imagen de alguna derivacion interna ha sido importante por sus conno-
taciones en Mecanica Cuantica: expresandose la constante de Plank en unida-
des apropiadas la ecuacion de Heisenberg para ciertos operadores simétricos
Py @ sobre X adopta la forma QP — PQ = (i/2)Idx [62], [64]. A raiz
de ello el estudio de commutadores, i.e. operadores que estan en la imagen
de alguna derivacion interna, asi como propiedades relativas al rango de de-
rivaciones, ha dado lugar a una intensa investigacion. En la profusa literatura
sobre este particular, nos limitamos a sefalar [16l], [17], [S] por su anilisis
sistematico de la estructura de commutadores y la enunciacion y resolucion
de variedad de problemas en la materia. Para una revision histérica se puede
consultar [61]]. En [63] se caracterizan las derivaciones internas cuyos ran-
gos son densos en las topologias débil o ultradébil de operadores y se prueba
que la clausura fuerte de cada derivacidn interna contiene a la clase de opera-
dores compactos. En [1]] se logra determinar la clase de elementos a en una
(C*-dlgebra con unidad e tales que e € Im (ad,).



Marco general

De estas consideraciones surgen de inmediato algunos primeros interro-
gantes relativos a condiciones bajo las cuales una derivaciéon de bimédulos
dada es o no continua, y en caso de serlo determinar si se trata de una deriva-
cion interna. La investigacion sobre en qué medida dependen estas respuestas
de la estructura algebraica o topoldgica de ¢/ o de condiciones de X ha abierto
sendos capitulos del Anélisis Funcional en algebras de Banach y de Teoria de
Operadores. En particular, la cuestion relativa a la continuidad de operadores
o derivaciones se enmarca en la teoria mas general de Continuidad Automati-
ca [7]]. Por ejemplo, es conocido que todo homomorfismo complejo sobre un
algebra de Banach es necesariamente continuo. Asimismo, cabe sefialar que
toda derivacion de una C*-dlgebra en si misma es necesariamente continua
[49].

El estudio de derivaciones en dlgebras de Banach abelianas ha permitido
resultados insoslayables. En 1955 se establecié que la imagen de toda deri-
vacion acotada en un dlgebra de Banach abeliana esta contenida en el radical
de Jacobson de la misma, resultado extendido en 1988 a derivaciones no aco-
tadas [S5], [58]. En algebras de Banach no abelianas esta problemédtica no
estd adn suficientemente comprendida (cf. [7]], §5.2, p. 609-635). La nocién
de radical y la intima conexion de esta con la teoria de representaciones se
conjugan en esta teoria para dar informacion sobre el dlgebra de Banach sub-
yacente. Asi en toda algebra de Banach abeliana semisimple toda derivacion
es trivial. Se ha conjeturado que la afirmacion reciproca es cierta, pero atn la
afirmacién mas débil asegurando la existencia de derivaciones no triviales en
algebras de Banach radicales y abelianas es falsa [43]].

Con la notacién anterior sea Z' (U, X) al conjunto de derivaciones acota-
das de U en X. El cociente H' (U, X) = Z' (U, X) /N (U, X) es el primer
espacio de cohomologia de Hochschild de U con coeficientes en X. Se trata
del cociente del subespacio de Banach Z' (U, X)) de B (U; X) por el subes-
pacio vectorial (no necesariamente cerrado) N (U, X)) de Z' (U, X ) . Desde
luego toda derivacion de U con coeficientes en X es interna si H! (U, X) es
trivial. Los espacios de cohomologia de primer orden asociados a un algebra
de Banach U, asi como espacios de cohomologia de orden superior, poseen
propiedades que, debidamente interpretadas, se corresponden con informa-
cion intrinseca dependiente de la estructura tedrica de U.

Dado un U/-bimddulo de Banach X hay acciones naturales a izquierda y
a derecha de U en X* si hacemos (z, ax*) = (za,z*) y (z,z*a) = (azx,z*)
paraa € U,z € X y ¥ € X*. Acciones de U en duales de orden superior
de X se definen andlogamente. Asi un dlgebra de Banach se dice amena-
ble si H' (U, X*) = {0} cualquiera sea el U-bimédulo de Banach X. La
investigacion de algebras amenables constituye un punto de partida impor-



Marco general

tante en el estudio de derivaciones acotadas sobre dlgebras de Banach. Por
un lado, si G es un grupo localmente compacto entonces L' (G) es amena-
ble si y solo si hay sobre G un promedio invariante [22]]. Como siempre,
L' (G) consiste del espacio de funciones complejas absolutamente integra-
bles sobre G respecto de la medida de Haar, munido de la estructura de
algebra de Banach provista por el producto de convolucion. Por otra parte,
denominamos promedio invariante a todo funcional p € L™ (G)" tal que
[l = (1, 1) = 1y (da* f,p) = (f, 1) paratodoa € Gy f € L* (G), con
(60 * f) (b) = f (a™'b) si b € G salvo algtin subconjunto de medida de Haar
nula. Mas generalmente, la amenabilidad de un dlgebra de Banach U/ es equi-
valente a la existencia de una diagonal virtual para U, o bien a la existencia
de una diagonal aproximada para U [23]]. Estas construcciones se hacen en el

A
contexto del producto tensorial proyectivo / @ U. Por diagonal virtual enten-
A
demos un funcional M € (U ® U)™ tal que para todo a € U es aM = Ma
A
y ar™ (M) = @, siendo w(a ® b) = absia,b € Uy (a*,a) = (a,a*) si
A
a€Uya* €U Ademds, unared {m;},., en U ® U es una diagonal apro-
ximada para U si lim;e;(am; — m;a) = 0y @ = lim;e; am (m;) para cada
a € U. En particular, un dlgebra de Banach se dice débilmente amenable
si H' (U, U*) = {0}. P. ¢j. L' (G) cuando es grupo localmente compacto
[24] o toda C*-4lgebra [[14], [15] son débilmente amenables, mientras que las
algebras

AD)={feC(D): f|p esanalitica},
H>* (D) ={fe€l*(D): fesanalitica},

0 C™ (]0,1]) conn € N no lo son. La investigacién de dlgebras I/ de Banach
2-débilmente amenables, 3-débilmente amenables, etc. se ha dado natural-
mente (i.e. cuando los espacios de cohomologia H! (U, U**) , H* (U, U*),
etc. son triviales). Asimismo, un algebra de Banach es super-amenable o
contrdctil si H' (U, X) = {0} cualquiera sea el {-bimédulo X. En este ca-
so se trata de algebras necesariamente unitarias. P. ej. dados nq,...,n; € N
el algebra M,,, @ ... ® M, es super-amenable, mientras que las dlgebras
de BeurlingE] L' (G, w) sobre un grupo localmente compacto G son super-
amenables si y solo si G es finito (Cf. [37]. Th. 2.2).

ISi G es grupo localmente compacto y w : G — Ry es una funcién continua y submultiplicativa,
L' (G, w) consiste de las funciones medibles f : G — C tales que fw € L'(G) munido de la norma
1 £111 20 £ || fwl|, . La condicién de submultiplicatividad de w torna a L' (G, w) en un dlgebra de Banach
respecto del producto de convolucién usual.



Capitulo 2

Derivaciones en algebras nucleares

2.1. Operadores nucleares y la propiedad de aproxima-
cion I

El estudio de ciertas clases importantes de operadores acotados entre espacios de Ba-
nach tanto como de propiedades de aproximacion con una fuerte connotacion geométrica,
algebraica y topoldgica, esta relacionada con ciertos productos tensoriales. En particular,
esto se aplica a la clase de operadores nucleares. Precisamente, sean dados X y Y dos
espacios de Banach, que en general asumiremos complejos, y sea (0,0) : X x Y — C
una forma bilineal acotada (i.e. existe ¢ > 0 tal que |(x,y)| < c||z|| ||y|| paratodo z € X
ey € YY)y no degenerada (i.e. si (x,0) = Oy« 0 (o,y) = Ox+ entonces z = Ox o
y = 0Oy respectivamente). La terna (X, Y/, (o, o)) realiza una dualidad entre los espacios
X y Y e indicamos Ny (X)) al subespacio de B (X) de operadores Y -nucleares sobre X
del tipo T = Y &, ® yy, donde {z,} e {y,} -, son sucesiones de X y Y tales
que > 7 x| lynll < coy parazy € X eyo € Y el operador acotado de rango finito
1o ® 1y € F(X) sobre X se define como (2o ® o) (z) = (,10) 7o en cada x € X
En particular, indicaremos N (X) = Ny« (X). Definimos ahora la norma nuclear de T

mediante
7] £ tnf {Z el lyall = 7 (0) = 3 (o, ) } -
n=1

n=1

Evidentemente F (X) C Ny (X) . Si bien el adjunto de un operador nuclear es nuclear la
afirmacion reciproca no es cierta (Cf. [46], §8.2.6). Es fécil de ver que Ny (X) es un ideal
de B(X)yque |STU| < ||S||T|||U|| si S,U € B(X)yT € Ny (X).En particular,
|z ®y| = ||z| ||y|| para cada z € X ey € Y, siendo la norma nuclear la mayor norma
posible con dicha propiedad.

'Notar que hay una inmersién natural Y < X*, y — (o, %) . De todos modos dicha inclusién puede ser
propia y abusamos en el uso de la notacién ®, aunque en el contexto adecuado no habra lugar a confusion.
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2.2 Elementos sobre productos tensoriales Derivaciones en dlgebras nucleares

Respecto a las propiedades de aproximacion, son de especial interés los espacios de
Banach para los que alguna red de operadores de rango finito converge uniformemente
sobre compactos al operador idéntico. Se dice de estos espacios que poseen la propiedad
de aproximacion. La importancia de esta nocidn estriba en una percepcién muy natural,
ya que asi como la clase de funciones simples es en general densa en los espacios de Le-
besgue clasicos cabe esperar un rol especial de la clase de operadores de rango finito en
materia de densidad o aproximacion en el contexto de espacios de operadores. Por ejem-
plo, espacios de Banach que tienen alguna bas{] tienen la propiedad de aproximacion.
Por otra parte, B () no tiene la propiedad de aproximacién si H es espacio de Hilbert
infinito-dimensional [S7]]. Los espacios de Banach con la propiedad de aproximacién go-
zan de cierta propiedad hereditaria, ya que todo subespacio de Banach complementable
también tendrd la propiedad de aproximacion. De todos modos, la propiedad de apro-
ximacién no es hereditaria en general, p. ej. ¢y o [P para p € [1,00) — {2} contienen
subespacios sin la propiedad de aproximacién (V. [30], Th. 2.d.6 y [31], Th. 1.g.4). En
particular, hay espacios reflexivos que carecen de la propiedad de aproximacion.

Si X e Y son espacios de Banach indiquemos B, (X;Y) al espacio B (X; Y') munido
de la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. Dada una forma lineal
u sobre B (X;Y) tendremos u € B, (X;Y)" si y solo si hay sucesiones {z,} , en
X e {5}, en Y™ tales que S50, [l lyll < ooy u(T) = S5,y (T(x,) si
T € B(X;Y) (V. [9], Lemma 3, p. 239). Es en esta instancia en que el recurso de los
productos tensoriales resulta apropiado para dar un marco algebraico, tanto para el estudio
de operadores nucleares como de propiedades de aproximacion.

2.2. [Elementos sobre productos tensoriales

2.2.1. Productos tensoriales

Salvo excepcidn explicita, asumiremos en adelante que todos los espacios vectoriales
son complejos. El producto tensorial de espacios vectoriales X y Y es un par (X ® Y, 7),
constituido por un espacio vectorial X ® Y y una aplicacién bilineal

T: X XY =2 XQY, (r,y) 522y,

con la siguiente propiedad universal: Si Z es espacio vectorial y B : X XY — Zes
aplicacion bilineal hay una tnica aplicacion lineal B:X®Y — Ztal que Bor = B.

%La nocién natural de base en un espacio de Banach X es la de base de Schauder, esto es una su-

cesion {xn} , de elementos de X de modo que para cada x € X hay una unica sucesién de esca-
lares complejos {zF (x)}o, tal que x = Y00 xk (z) z, ([29]; [3]l, p. 110). Se dice que {z}} ~ | es

la sucesion de coeficientes funcionales lineales asociada a la base {z,},., . Es facil ver entonces que

iz @an}, oy © F(X) y limy, oo sup,ex |2 — (3202, 20 © 23,) ()|| = 0 para cada subcon-
junto compacto K de X.

11



2.2 Elementos sobre productos tensoriales Derivaciones en dlgebras nucleares

Tal producto tensorial existe y es tnico salvo isomorfismos (Cf. [29]; [33], Teo. 2.4, p. 7).
Los elementos de X ® Y pueden representarse como sumas finitas de elementos simples
de la forma = ® y o tensores basicos. Por otra parte, sic € C,z € X ey € Y se tiene

clr®@y)=(cx)@y=2 (cy).

En particular,
Ox ®y =2 R0y = Oxgy.

Ejemplo 2.2.1. Sean X,Y espacios normados, 7" € F (X;Y). Si dim7T'(X) = n sea
{y1,...,yn} base de T'(X). Siy € T(X) existen ¢; (y), ..., ¢, (y) € C tnicos tales que
y = 251 ¢ (y) y;. Es fécil ver que las aplicaciones ¢; : Y — C devienen lineales si
1 < j < n. Si hacemos |y| £ > i1 lej(y)] siy € T(X) entonces (T'(X), |o]) resulta
espacio normado. Como 7'(X) es finito dimensional la norma |o| resulta equivalente a
la norma de Y relativizada a T'(X). En particular, hay alguna constante « > 0 tal que
lyl < ally| siy € T(X). Ast |¢j(y)] < ally|sil < j < ney € T(X)y por
el teorema de Hahn-Banach cada ¢; admite alguna extension a una forma lineal ¢ so-
bre Y tal que |¢;(y)| < alyl| siy € Y. Pero entonces f,....c;, € Y*ysiz € X

< o Cy
se tiene T'(z) = 7, ¢; (T'(2))y;, obien T = 377, y; © T*(c}). Definamos enton-
ces B : Y x X* —» F(X;Y) haciendo B(y,z*) = y ©® * si (y,z*) € ¥ x X*.
Evidentemente 5 es una aplicacion bilineal y hay definida entonces una aplicacion li-
neal B : Y ® X* — F(X;Y) tal que B (y® z*) = y ® z* para cada tensor bésico
y ® z*. Por las observaciones anteriores es claro que Bes suryectiva. Veamos que Bes
inyectiva, para lo cual supongamos que B (u) = 0 para cierto u € Y ® X*, digamos
w=Y ',y ®x;. Sis = 1entonces (x,z})y; = Oy paratodo z € X. Es claro en-
tonces que y; = Oy o 27 = Ox-, i.e. v = 0. Supongamos s > 1 y el resultado cierto
para tensores que son suma de hasta s — 1 tensores bdsicos. Podemos suponer que el
conjunto {yi, ..., ys} es linealmente independiente, ya que en caso de no serlo podemos
extraer un subconjunto maximo linealmente independiente {y;,, ..., y;. } . Escribimos en-
tonces y;, = 1 c;-’“ i, donde los escalares cé’“ ‘s estdn univocamente determinados,

12



2.2 Elementos sobre productos tensoriales Derivaciones en dlgebras nucleares

a<j<sydi,..is} ={1,...,s}. Entonces

0=B(u) 2.1)

= Z Y ©x}
DITEEDS (z )

j=k+1 =
«
o zk *
DI ot
k=1 j=k+1

_§<Zyik® <xlk+ > ))
k=1 j=k+1

Por la hipétesis inductiva, por (4.35)) vemos que
k=1 Jj=k+1
i.e. u = 0y hay un isomorfismo es espacios vectoriales F (X,Y) ~ Y @ X*.

Observacion 2.2.1. (Cf. [33], Prop. 2.5, p. 7) Mediante una aplicacién sencilla de la
universalidad del producto tensorial sigue que si X, Y, Z son espacios vectoriales hay un
isomorfismo de espacios vectoriales

(XoY)eZ~=X® (Y ®Z).

Por otra parte, sean X, X», Y}, Y5 espacios vectoriales, 77 € L (X1,Y1), Ty € L (X5,Y5).
Existe T} @ Ty € L (X; ® Xy, Y] ® Ys) tnico tal que

(T1 @Ty) (1 @ o) =Ty (1) @ Tp (22) -

2.2.2. Producto tensorial inyectivo

Definido el producto tensorial algebraico de dos espacios normados X e Y se procura
hacer de X ® Y un espacio normado. Para ello combinemos el E;. y la Obs. [2.2.1]

de modo que si u € Y ® X* escribimos |u| £ Hl§ (u) H . Claramente |o| define una norma

13
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enY ® X*ysiu=) ", y; ®x; podemos escribir

> a)) Wiy

=1

= sup sup
lzlI=1 fly*[l=1

= sup sup |(y" ®@ux (2)) (u)],
lzl=1[ly*I=1

donde vy : X < X™* es la inmersion natural de X en X**y (2%, 1x(x)) = (z,z*) para
r € X yaz* € X*. Motivados por esta observacion en el caso general definimos, para
u € X ® Y, sunorma tensorial inyectiva

lull, = sup  sup [(z" ®@y") (u)]. (2.2)
Jo*l1=1 lly*l|=1

La relacion (2.2) define efectivamente una norma sobre X ® Y e indicamos entonces

\
X ® Y al producto tensorial inyectivo o espacio completado correspondiente ([9], Ch.
VIII, Prop. 3, p. 223; [33], Prop. 2.7, p. 9).

2.2.3. Producto tensorial proyectivo

Dados espacios normados X, Y, Z sea B(X,Y; Z) el espacio de aplicaciones bili-
neales acotadas X X Y en Z, munido de la norma

o]l = sup {[|b (2, y) - (z,y) € X XV, [lz] = [lyll = 1}

para cada b € B(X,Y’; Z). El mismo, con la estructura vectorial natural, es espacio de
Banach si Z lo es. La aplicacion

B:X xY = B(X*,Y";C), B(z,y) (z*,y") = (x,2%) (y,y")

estd bien definida y es bilineal. Hay definida una aplicacién B:X®Y > B (X,Y;C)
tal que B (z ® y) = B (z,y) si (x,y) € X x Y. Observemos que parau € X ® Y resulta

H§ (u)H = ||ul|,, . Asimismo, la aplicacién
A X XY = B(X,Y;C)", A(z,y) (b) =b(2,y)
estd bien definida, es bilineal y existe

A: XY - B(X,Y;C)*

14
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tal que A(z ®y) = A(z,y)si (z,y) € X x V.Siu € X ®Y se tiene entonces

|4 - fnf{z gl gl w =" @yj} 23)
j=1 j=1

(cf. [9], p. 226-227). Al valor comiin en (4.25)) lo denotamos ||u||, y queda asi definida
asi una nueva norma sobre X ® Y, la llamada norma proyectiva (V. [33]], Prop. 2.7, p. 9).

A
Al correspondiente espacio completado X ® Y se lo denomina espacio proyectivo.

Observacion 2.2.2. Sean XY, Z espacios de Banach. Dado B € B(X,Y;Z) existe
~ A ~

un tnico B € B(X ® Y;Z) tal que B(x ® y) = B(x,y) para todo (z,y) € X x Y

y HEH = ||B]| (V. [33], Prop. 2.10, p. 11). En particular, hay una aplicacion natural

A v
XX —= X®X"

2.3. Nuclearidad. Propiedad de aproximacion II

Proposicion 2.3.1. Si (XY, (o, 0)) es un par de espacios de Banach en dualidad como

N
en tal que |{z,y)| < ||z|| ly]| para (z,y) € X X Y entonces X ® Y es un dlgebra
de Banach.

Demostracion. Para (x1,y), (z2,92) € X X Y sea

AN
Axl,yl X XY 2 XQ®Y, Ax1,y1 (952792) = <952,yl> T1 X Yo.

Si(z,y) € X xYes|z®yl, = |z |ly| (V.[33], Pro. 2.7, p. 9). Es fécil ver entonces
que

AN
Ay € B Y X @Y) y ([ Awy | < Nl ol -

AN A AN
Por la Obs. 2.2.2] existe A,, ,, € B(X ® Y) tnico tal que ||A = |4zl y

T1,Y1

A A AN

Agyyy (12 @ Y2) = (12,41) 71 @y 81 (T2,72) € X x Y. Pero A € B(X,Y;B(X ®@Y))
— A A _ A _ A

y existe A € B(X ® Y;B(X ® Y)) tnico tal que ||A]| = AH yA(r®y) = A, si

(z,y) € X x Y. Fijemos u,v € X ® Y, digamosu = 1" ; @yl yv =" 22 @y5.

=11 J
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Entonces

A
Agt g (7 ® y;) (2.4)

| A (u) ()]|,, < Z

el l ) >

< D, Kehudlll=ie v,

el l >/ >

DD Al A A

- z ! 1 z D

Puesto que es vdlido para toda posible escritura tanto de © como de v deducimos que
| A (u) ()|, < llull, lv]l, . Pero A (u) € B(X (%)Y) y X ®Y esdensoen X Y por lo
cual | A (u)||, < [lull, . Asimismo, A € B(X(%Y; B(X(%Y)) e inferimos que || A < 1.
Dados entonces ¢, € X ® Y definimos ¢ -1 = A(¢) (¥). En particular es vélida la

identidad A (A (¢) (¢)) = A(¢) o A(¢), de donde sigue enseguida la transitividad de
esta operacion. Finalmente, siendo A contractivo sigue la afirmacion. |

A

Observacion 2.3.2. Por la Obs. se puede dar una descripcion mas precisa de los

A
elementos del producto tensorial proyectivo. Si u € X ® Y hay sucesiones {z,} -, en
Xe{y} o enYtalesqueu =3 " 2, QUnY Y ooy Izl [|ynll < oo (cf. [48], Prop.
B.2.11, p. 251). En consecuencia, si (X,Y, (o,0)) es un par dual de espacios de Banach

A
como en la Secci(’)n la aplicacion A : X @ Y - Ny (X)talque A(z®@y) =20y
si (z,y) € X x Y es un homomorfismo acotado suryectivo e induce un isomorfismo

isométrico Ny (X) ~ (X é Y')/ker (A) de dlgebras de Banach.

Estan dadas las condiciones para caracterizar los espacios de Banach con la propiedad
de aproximacion.

Teorema 2.3.3. (Cf. [48], Th. C.1.5, p. 256) Sea X espacio de Banach complejo. Son
equivalentes:

(i) X tiene la propiedad de aproximacion.
AN Vv
(ii) SiY es espacio de Banach la inmersién canénica X ® ¥ — X ® Y es inyectiva.
A \Y
(iii) La aplicacion natural X ® X* — X ® X* es inyectiva.

AN
(iv) Laaplicacion X @ X* — Ny« (X), z®z* — 2 ® z* es un isomorfismo isométrico.

16
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Observacion 2.3.4. De la prueba de la Prop. si X tiene la propiedad de aproxima-
cién el isomorfismo isométrico observado en el Teo. [2.3.3|(iv) es isomorfismo de dlgebras
de Banach.

Seau € X @ X*—{0},digamosu =Y >~ x, @z} con D>~ ||z, ||k < co. Més
atin, podemos suponer que {z,,} € co (X)y {z}} € I* (X*) (cf. [48], p. 257). Si X tuviere
la propiedad de aproximacion finita, como {z,} U {0x} es compacto existird S € F (X)
tal que

[Jwll o
sup ||S(z,) — 2,|| < —==2—.
P I8n) = nll < e

Siv=> ", 5(x,) ®z vemos que

lw =l <D NS @n) = zall )l < llull,, /2,

n=1

de donde v # 0. Indiquemos S en la forma S = >* _ vy, ©® y¥, con {y,}* _, C X e
{yz,}’ _, C X*. Entonces

oo P 14 o0
V=)D (@) Y @ = Yy ® > (T yp) 7 #0
m=1 n=1

n=1 m=1

y existe y* € X* talque >~ (z,,y*) }, # Ox-. En consecuencia existe y** € X** tal
que

0+ <Z (an, y°) 3, y**> = wn,y") @,y =y @y (u).

n=1 n=1

A V
Luego t(u) # 0,donde ¢t : X ® Y < X ® Y es la inmersién candnica. Mds aun, fijado
w=3_,2 ®z en X ® X* tenemos
||T(w)||B(X) = ||T(w>*||3(x*)
= S [ o 7 (w)]]
z*||=1
— sup sup [(z" o7 (w) 2"
lle= =1 [lz*=[I=1
q

> {z ) (5, 2™)

J=1

= sup sup
llz*[[=1 [lz*[|=1

= sup sup [(z" ®@z™)(w)
o+ =1 flz* =1

= [lwlly

Y T |xox- €s isométrica.
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Es més, 7 se extiende a un isomorfismo isométrico 7 : X <}v§ X* — A(X), donde
A (X)) eslaclausuraen B (X) de F (X) o dlgebra uniforme de operadores aproximables
sobre X . Observamos entonces que N (X) es un ideal de B (X) contenido en A (X) y
que 7 = T o ¢ resulta isométrica. Por otra parte, por la Prop. dados z1,79 € X y
x], x5 € X™ se tiene

7 (71 @ 27) (22 ® 73)) = (22, 27) T (21 ® 73)
= (29, 27) (21 © 73)
= (71 © 27) o (12 © 73)

T (1 @ 2]) T (29 ® 3)

de donde sigue enseguida que 7 es un homomorfismo de dlgebras.

2.4. Algebras nucleares, biflats, biproyectivas.

Observacion 2.4.1. Sean U/ un algebra de Banach, X un /-mdédulo de Banach a iz-
quierda e Y un ¢/-médulo de Banach a derecha. Aplicando la Obs. [2.2.2/hay definida una

estructura de {/-bimédulo de Banach sobre X QAZ) Y de maneraque a (z ® y) = (ax) ®yy
(r®y)a=2x® (ya) paratodoa € U,z € X ey € Y (Cf. [33], Corolario 2.11, p. 12).

Observacion 2.4.2. (Cf. [19], Th. 51) Por la Obs. 2.4.1} en las condiciones de la Prop.
2.3.1|por la Obs.[2.2.2lexiste A € B(X&Y)®(X®Y); XOY) tal que A (¢ @ ) = p-1)

A
para 9,1 € X ® Y. Fijados g € X e yy € Y tales que (g, yo) = 1 sabemos que hay
definida una aplicacidn lineal acotada

O:XBY-(XOY)®(XBY), O(r®y) = (z®y0) ® (10 ®y)

si (x,y) € X ®Y. Es facil ver que A 0 © :Idxéyy
O(¢-¥) =90 () = O (0) ¥,

A A
i.e. © es homomorfismo de X ® Y -bimddulos. En consecuencia X ® Y se inscribe en la
clase més general de dlgebras de Banach U/ llamadas biproyectivas, i.e. el homomorfismo

N
de U-bimbdulos Ay : U @ U — U tal que Ay (a ® b) = ab para todo a,b € U es una
retraccion (i.e. Ay posee un homomorfismo de U/-bimédulos acotado que es inverso a
derecha).

A
Observacion 2.4.3. Sil{ es un dlgebra de Banach biproyectiva A}, : U* — (U @ U)* po-
see un homomorfismo de I/-bimddulos acotado que es inverso a izquierda, caracteristica
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2.5 Algebras nucleares y amenabilidad Derivaciones en algebras nucleares

que define a las dlgebras de Banach llamadas biflats. Estas se caracterizan por la existen-

cia de un homomorfismo acotado de /-bimédulos p : U — (U QAZ) U)** tales que A op
es la inmersién candnica U — U™*. Precisamente, sea 17 homomorfismo acotado de U-
bimédulos de modo que 1 o A}, = Idy- . La aplicacién p = 7* o 174 es un homomorfismo
acotado de ¢/-bimddulos y

Ajfop= (A on)ouw= Zlﬂobu = LI{d oLy = ly-

A
Reciprocamente, sea p : U — (U @ U)*™ un homomorfismo acotado de /-bimédulos tal

que A7 o p = 1. Hacemos ahora n £ p* o by y si (a,a*) € U x U™ obtenemos

(a, (0 A3) (@) = (p(a) 1, (B (@)))
(A7 (@), p ()

= (a1 (@)

—{

= (a,a"),

de donde sigue la afirmacion.

Observacion 2.4.4. Si U es dlgebra de Banach biflat entonces resulta simplicialmente
trivial, es decir H" (U,U*) = {0} si n € N[] En particular, estas dlgebras devienen
débilmente amenables y por lo tanto son esenciales ﬁ] y no poseen derivadas puntuales
continuas no nulag’| [8]. Si ademds U fuere abeliana entonces Z* (U, X) = {0} cualquiera
sea el /-bimddulo de Banach X [2]].

2.5. Algebras nucleares y amenabilidad

Teorema 2.5.1. Sea U un dlgebra de Banach. Son equivalentes:

(i) U es amenable.
(ii) U tiene alguna diagonal aproximada.

(iii) U tiene alguna diagonal virtual.

3V. [71, Prop. 2.8.62, p. 298. Respecto a espacios de cohomologia de orden superior v. [33], §3.1.1, p.
18.

4Un 4lgebra de Banach U es esencial si la cdpsula lineal de todos los elementos de la forma ab con
a,b €U esdensaenld.

SUna aplicacién lineal d : U — C se dice derivacion puntual si hay algin homomorfismo ¢ : U — C
tal que d (ab) = d(a)p (b) + ¢ (a) d (b) para todo a,b € U.
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(iv) U tiene una aproximacion acotada de la identidaaﬁ y es biflat.

Las tres primeras equivalencias, ya sefialadas en la Seccion son la caracteri-
zacion de algebras amenables efectuada por B. E. Johnson hacia 1972 en su importante
trabajo [22]. Sobre el particular puede verse también [33], §3.2, p. 28. La equivalencia
entre amenabilidad y la condicién de biflat y existencia de aproximaciones acotadas de la
identidad fue establecida en [20]].

Teorema 2.5.2. Sea (X,Y, (o, 0)) un par dual de espacios de Banach. Son equivalentes:

A
(i) X ®Y es super-amenable.
AN
(ii) X ® Y es amenable.
AN
(iii) X ® Y tiene aproximacion acotada de la identidad.

(iv) X é) Y tiene aproximacion acotada a izquierda de la identidad.
(v) Ny (X) tiene aproximacién acotada a izquierda de la identidad.
(vi) dime (X) = dim¢ (V) < oc.

Observacion 2.5.3. La afirmaciones (i) = (ii) y (¢i7) = (iv) son inmediatas; (i) =

(i11) sigue del Teorema|2.5.1}; (iv) = (v) es consecuencia de la Obs. La afirmaci6n
A

(vi) = (i) es consecuencia del hecho que X ® Y ~ M, (C), donde d es la dimension

comun de X e Y. La afirmacién (v) = (vi) constituye, en este contexto, la parte mas
delicada (V. [13], Th. 5)]

®En un dlgebra de Banach I/ una red {as},c,, esuna aproximacion de la identidad a izquierda (resp. a
derecha) silimge, (asx) = x (resp. limge, (zas) = ) paratodo x € U. Serd aproximacion de la identidad
si lo es tanto a derecha como a izquierda.

"Sea {S; } ;e €s una aproximaci6n acotada a izquierda de la identidad de Ny (X). En primer lugar
probaremos que Idx = s-lim;c s S;; precisamente, fijemos x € X, que podemos suponer no nulo. Como
(0, 0) es no degenerado existe y € Y tal que (x,y) = ||z||. Sij € J resulta

[Sjo(xoy)—z0y|, >[Sjo(z0y) —zOy| (2.5)
=|1Si(x) oy -z oy
> ||Sj(z) — =||.

De deducimos que lim ¢y S; () = x. Es inmediato ahora que la red {S; }j ¢y converge a Idx
uniformemente sobre subconjuntos compactos de X. Luego {.S; }j 7 ©8 una aproximacion acotada de la
identidad a izquierda del ideal de operadores compactos K (X) sobre X. Por otra parte, el dlgebra de
limites uniformes de operadores de rango finito A (X') es un Ny (X )-bimédulo de Banach. Por el teorema
de factorizacién de Cohen todo operador aproximable serd el producto de algiin elemento de ANy (X) por
otro operador aproximable (V. [33], Teorema 2.12, p. 12). Pero Ny (X) € N (X) y A (X) es un ideal
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2.6. Dv’s en algebras de operadores nucleares

Por la universalidad del producto tensorial y propiedades inherentes de productos
tensoriales proyectivos como vimos en la Obs. dado ' € B(X) hay un tnico

or € B(X <§) X*) tal que
r(z@2")=T(x)Qx* —x@T" (%) si (z,27) € X x X™. (2.6)

Queda definido un operador 6x : B (X) — B(X <§> X*) lineal acotado §x(T) = 07y es

fécil verificar que R (0x) € D(X é\{) X*). Llamaremos B-derivaciones a aquellas que per-
tenezcan al rango de 0 x, que indicaremos Dg(.X ), y volveremos sobre ellas en el Capitulo
Nada indica en este contexto que estemos en presencia de derivaciones internas, o al
menos eso dista de ser obvio. Esto quizds no sorprenda, es esperable que la estructura ge-
neral de derivaciones sea mds compleja en el caso de espacios de Banach generales. Por el
Teorema [2.5.2] sabemos que condiciones de amenabilidad o super-amenabilidad imponen
severas restricciones respecto a derivaciones en algebras de operadores nucleares sopor-
tadas sobre pares de espacios de Banach en dualidad, ya que entonces ambos espacios
deberén tener la misma dimension finita. En general, poco podemos anticipar respecto a

A
la estructura y propiedades de elementos de Z'(X ®Y'), el espacio de derivaciones sobre

X (§> Y, siendo (X, Y, (o, 0)) un par dual de espacios de Banach. Hemos consignado que
un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si posee una base. La exis-
tencia de bases en espacios de Banach ha sido pro-blematica y dificil de decidir, pero se
sabe que hay espacios de Banach que no tienen base de Schauder [11]]. Hemos sefialado
que dados una base de Schauder {z,}, _, de X y x € X se determina una tinica sucesién
de escalares {z, (z)} ~, talque z = >~ | z} (x) z,. Evidentemente {z},} _, es una su-
cesion de aplicaciones lineales sobre X univocamente determinada por la base, resultando
siempre {z},_, € X* [3]; [54], Th. 3.1, p. 20). Restringiremos nuestra investigacién al
caso de espacios de Banach X munidos de una base shrinking {x,} >~ , condicién bajo

n=1°

en A (X), de manera que A (X) = N (X). Ahora, hay una tdnica aplicacion Tr : X ® X* — C tal que
Tr(z ® 2*) = (x,2*) paracada (x, 2*) € X x X*. Como |Tr (u)| < |lu||,, por el teorema de Hahn-Banach
el operador Tr admite una extensién a una forma lineal acotada sobre A (X). Ademés X e Y deben tener
la misma dimensién, ya que X < Y™* y por lo tanto dim¢ (X) < dimg (Y*) . Luego, si X fuere infinito
dimensional también lo seria Y* y por lo tanto también Y. Como también ¥ — X* podemos suponer que
X e Y son finito-dimensionales. Pero entonces

dimg (X) < dimg (Y*) = dim (V) < dim (X™*) = dim(X).

Finalmente, supongamos que X e Y son ambos infinito-dimensionales. Para cada n € N hay una pro-
yeccién P, de rango n-dimensional tal que || P,|| < +/n (cf. [47], Th. 1.14). Podemos representar P,, =

Z?zl Tnj © x;, ;, donde <xn7j,x;§’k> =djrparan,jk € Nyl < jk <n.Asi Tr(P,/\/n) = vn
para todo n, lo que contradice la continuidad de la forma lineal Tr .
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la cual {x},_; es base de X*. P. ¢j. {{0nm},,cy : 7 € N} es base shrinking de ¢, (N)
pero no lo es de I' (N) .

Proposicion 2.6.1. (cf. [?]) Sean X1, X5 espacios de Banach munidos de bases {xm}zo:l
y {x2,},_ | respectivamente y sea oo una norma cruzada uniform sobre X1 ® Xs. En-

«
tonces X| @ X tiene una base de Schauder {z,} " .

Demostracion. Sim € Nsean n € N tal que

(n—1)> <m < n?

A
Zm = xl,al(m) X x2,0'2(m)

con

O(m):{(m—(n—l) ,n) si (n—1)"4+1<m< (n—1)"+n, 2.7)

(n,n*—m+1) si (n—17%4n<m<n

Para n € N vamos a indicar s, (z;) = > | xf, (%;) Zjm, donde z; € X, i = 1,2.
Escribiendo

n

R, 21, ®x— Z xy,; (11) 135 (12) (217 @ 725) (2.8)

i,j=1
=11 @ a3 — 5, (11) ® 57, (22)

=11 ® (z2 — 52 (22)) + (21 — s, (21)) ® 52 (22)
obtenemos

a(R,) <« (:pl ® (!L’Q —s2 ([L’Q))) + ((xl — sk (xl)) ® s2 (xg)) (2.9)
< || |22 = 7 (22) || + |21 = s, (20) || + || 53 (22) ] -

Es inmediato por (4.49) que o (R,,) — 0sin — 0oy 1 ® x5 pertenece a la cdpsula lineal
a-cerrada [z,] -, generada por {z,} . Asi X1 ® X5 C [z,]07, vy Xu ® X, = [2]2

n=1"

8Una norma cruzada uniforme o sobre X ® Y es una norma en el sentido usual tal que
a(z®y) = lzllyl si (z,y) € X xV

ysidados S € B(X), T e B(Y)yu e X ®Y setiene a((S®T) (u)) < ||S||IT|| & (w) . Indicamos

entonces X (%) Y ala completacion de X ® Y respecto a la norma «. P. €j. las normas inyectiva y proyectiva
son cruzadas razonables (V. [9], Ch. VIII, Prop. 3 y Prop 8).
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Por (@.30) si n > 1 tenemos ademas

n—1 n—1
Spoy (21) @ 5 (22) = (( Tim O] ,,) ® (Z Tom © x;,rw)) (71 ® x29)
m=1

m=1
n—1
_ * *
= T Oxy;) @ (T2 © x2,j) (71 ® x9)
ij=1
n—1

[
£l
®
]
g
N
2
N
3

i.e. paran > 1 resulta

Sn-1)2 = Sp_1 @ 52_. (2.10)
Por otra parte
Sn-1)24m = Sp_1 @ So_q + 50, @ (s2 —so_q)sil<m <n—1. (2.11)
Precisamente, escribimos
S E 511 @501+ 80, @ (52— 52_1) (2.12)
n—1 m
= Z (‘xl,z O] Xy Z) & (1327] © xQ]) + Z (xl,k © Xy k) & (m2,n O, ZU; n)
2,j=1 k=1
n—1

= (21072, © (27, 035,) + > _ (214 @ 20) © (], @ 23,) .
i,j=1 k=1

Paral <[ < (n—1)® se tiene (2, (:L”{k ® x3,,)) = 0 cualquiera sea k € N, y por (4.50)

yESZes

n—1

Sm (Zl) = Z <Zl7 l‘ﬁ & I§j> (xl,i & IQ,j) = ZI,

ig=1
si (n—1)* <1< (n— 1)+ m entonces

m

Sm (1) = Z (2,27, ® x5 ,) = 2

k=1

Y Sm (z) =08il > (n—1)>4+m,ie. Sp_1)24m = Sm y sigue (2.11). Ahora resulta

S(n—1)24n+m = st @ st — (3711 — s,ll_l) ®s2 , sil<m<n—1;s=0 (213)
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En efecto, hagamos

T 2 5, @ 50— (87— Sp_1) @ Sp_1_m (2.14)
n n—1—-m

= Z (I’l,i & l’g}j) O] (xil ® -7523 Z L1n & T2 k © (xin ® I;,k) :
k=1

ij=1

Sil<I<(n—1)es

n

T (Zl) = Z <Zh HTL ® 37;]> (Sﬁl,i & $2,j) = Zi,

1,j=1

si(n—1)2<l§(n—1)2+nporyes

T (Zl) = Z <$1,1—(n—1)2 X T2n, ZL‘T,Z- X ZL‘;J-> ($17i & $27j) =z,

ij=1
si(n—1)°4n<1<(n—1)2+n+mpor4.50)y (4.42) es T,, (z) = 2 porque
n—1-m<n®—1+1

Si(n—1)>+n+m<l<n?entonces (n—1)2+n+m+1<lyl—m>n?>—n+2,
osean —1—m > n®>—1+1yahora T, () = 0. Asimismo, S(,_1)24n+m (21) = 0.
Finalmente,

8(n,1)2+n+m (Zl) = Tm (Zl) =0

si | > n?y sigue (@.41). Ahora, por (@#.51), 2.11) y (4.41). Por el teorema de acota-
cién uniforme las sucesiones de operadores {s.} ~ vy {s2} ~, son acotadas en B (X})
y B (X5) respectivamente. Por y es claro que lim,, . s,,2 (u) = u para todo
u € X1 ® Xs. Siues un tensor bésico, digamos u = x; ® x», en las condiciones de (2.11)
tenemos también

 (Snor)zm (1) —u) < a (3(%1)2 (u) — u) + |sm (@) |52 () = s2_y (w)]|  (2.15)

o (502 () = ) + lal sup s3] [33 () = 21 ()]

IN

Por (2.15) inferimos que limy;, 008 (,—1)24m (u) = u para cada u € X; ® X2.|E| El mismo
razonamiento empleamos en las condiciones de (4.41)) y, en definitiva, u = lim,, o, s, (1)
para todo u € X; ® Xs. En particular, como « es norma cruzada uniforme la sucesion

{sn} -, devendrd acotada en B(X; ® X).

9Siempre dado m € N existe n € N tnico tal que (n — 1)* < m < n?, ie.n = n(m).
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Dados ahora v € X é Xsy e > 0seawu una combinacién lineal finita de elementos
de {z,} -, tal que a (u —v) < /(1 + sup,ey ||$n]] Existe ny € N tal que

$p (u) = usin > ng, de modo que

a(v—s,(v) <aw—u)+a(u—s,v))
<a(v—u)+a(s,(u—1v))
<

B(Xl(%)XQ))'

de donde v = lim,, ,, $,(v) y sigue la tesis. [ |

Observacion 2.6.2. La aplicacion o definida en (4.50) es biyectiva, si n,m € N resulta

m = {

n2—m+1 St 1§m§n7
m—1)°+n si m>n

y ademas

C ) ={n*—k+1} U )
oyt ({m}) = {(m —1)%+ k}lgkgm U {k2 —m+ 1}k>m

Corolario 2.6.3. Sea X un espacio de Banach con una base shrinking {xn} ", . Sean
o : N—= N x N como en @), Zm = Tay(m) @ Tay(m) ¥ Zm = Ty © Tjy 1y PATA

o1(m

N
cada m € N. Entonces {z,},._, es base de Schauder de X @ X*, cuya correspondiente
sucesion de coeficientes lineales asociada es {z},}~_,

A
Teorema 2.6.4. (cf. [4)]) En las condiciones del Corolario|2.6.3|si § € D(X ® X*) existen
sucesiones unicas {b,},,cn ¥ {0y}, pen tales que siu,v € N entonces

0 (Zafl(u,v)) = (hu - Zo—1(uw) + Z * Ro—(nw) — Ilz : Zcf*l(u,n)) . (2.16)
Mds aiin, h = b [0 {<(5 Zn2) n2>}n€N, = = (nnm)f;m:l, sin,m € N resulta
hal(m) - hag(m) S1 n=m,
Gy =] T s o) £ o) you(n) = oa(m),
e —nzzgnm)) si o1 (n) =01 (m) yos(n)# os(m),
0 si o1 (n) # o1 (m) yos(n)# o9 (m).

A
yparav € X @ X* se tiene

Z Zm Z m) sz (v, 20 )

n=1 m=1
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Demostracion. Sea {b, }umeN C Ctal que 6 (zo-1(u)) = Domey B y2n siu,v € N.Si
u,v,t € Nentonces z, ® x} = (v, @ z}) (z; @ x}) y

d (2, @), Z b (Toy(n) ® 33;2(71)) (2.17)

= (5(9cu®:1:t) (2 @ xy) + (2, ® 27) 0 (2, ® x}))

b (e @al,w) Y b (Tem © )

Y neoy ({1})
t
2
= 3 B ey BT 2 |+

n=1
)

n?— n
Z{ u,t o Ro=1(nw) +b +tza*1(u,n+1)}

n=t

Por (2.17) si u,v,n € Nentonces b, = 0sin ¢ o7 " ({u}) Uoy " ({v}).

-1
Asimismo, evaluando 7., ") obtenemos

2 2
(po D oD gt <y <,
ﬁﬁ“ﬂ—t21“+h“1“‘m uw<t<o, (2.18)
bie i _ f}[”“ + b(t b’ si u<ov<t.

L(n,n)

En particular, b7, ,, = 0 sin € N. De la misma forma,

2
(u_1)+t+hu_t+1—0 si t<u=w,

t,u
g?“_o si t=u=v, (2.19)
t2’““ f)(t DU 0 & u=w<t.
Finalmente,
h“”“—-ﬁl*f+3?”lsit§v<m
2 .
bu 2—v+l i’v—v—l-l + hu 2—t+1 si v<t< u, (220)
Z,JUH = fv—”“ + h(t D gy <u<t,
Consecuentemente, de 2.18)), 2.19) y (2.20) deducimos que
0*1 u,v -t 7t -t t7
T =, Y ], (221)

si u,v,t € N. Por (2.21]) podemos escribir
- o1 u, o1 ,U o1 u, o1 v,
Z’vl(uﬁv) _ bu,l (u,1) + bl,v (Lv) _ hu,l (w,1) _ hfu,l (v.1) (2.22)

Indiquemos
-1
b, =b7, ", neN. (2.23)
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Ahora para n,u,v € N, n < u, usando (2.17 obtenemos huv () f)(t D7 G <t

n,v —_ 1 n,v t .
y ho, " = [j” Hlsit < n,ie ho, ™" bu’t (™% La misma conclusién se verifi-
ca si u < n 'y deducimos la existencia de sucesiones doblemente indexadas {n?}

{3g}v,qu tales que nf} = bun(p My 3l = bnv( "
sabemos que n! = 37 = 0 sin € N. Asi

u,peEN?
st u,v,p,q,n € N. En particular,

5(1‘” ® x;) - hZ:Ul(u Zo—1(u,v) + Z * Ro—1(n,v) +5’u o= 1(u,n)) . (2.24)

Como
Suw 0 (2, @) =0 (2, @ ) (2, @ ) + (T, @ 2) 6 (T4, @ X))

escribimos

e}

5u,v 0 (xu ® 372) u,v 2[]1“) - U>Z0'_1 (u,v) + Z " Zo—1(n,v) + 51; Za‘l(um))
+ (nu +5v) (l’u ® ’xv) )

ite.n, +3 =0siuz#venN.

Finalmente (2.16) se sigue de (2.22)), 2.23) y (2.24). [

Observacion 2.6.5. De la prueba del Teoremanes facil ver que n)' = 0, <5 Zn2) ;*ng>
para cadan,m € N.

Corolario 2.6.6. Dado {v,},- € ' (N)seav="> " v,z,en X ® X*. Entonces

n=1

Um2—nt1 St 1 <n<m,
Vin-1)24m St n>m.

h [adv] = {Unz_n_H 111} Ly n [adv] — {

N
Definicion 2.6.7. Una derivacion acotada ¢ sobre X @ X* es derivacion de Hadamard si
hay alguna base shrinking de X tal que la correspondiente sucesién n [¢] es nula. Indica-

A A
mos Dy (X ® X*) ala clase de derivaciones de Hadamard sobre X & X*.

Observacién 2.6.8. Fijada una base shrinking X = {z,} ~ indicaremos la clase de
N A
derivaciones de Hadamard sobre X ® X* respecto a X como Dy (X ® X*). Notemos que

AN
Dy (X ® X*) consiste de la unién de estas clases. Mds informacién sobre este particular
la da el siguiente teorema:
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Teorema 2.6.9. (cf. [4]) Sea X un espacio de Banach con una base shrinking X =

AN
{an}2 ysea {z,}, | la base inducida de X ® X* como en la Proposicion|2.6.1} En-
tonces

i) Dx(X é\i) X*) es un subespacio de Banach de D(X é'\@ X™)

ii) Dx(X ®X N> M(X ® X* {zn}ot es decir, existe un isomorfismo isométrico

n=1 )’
desde el espacio de las derivaciones X —Hadamard en el espacio de Banach de

N
multiplicadores de X ® X* en la base {z,}. .,
A
iii) El espacio de Banach Dx (X @ X*) es complementable.
Demostracion.

i) Observemos que

Dy ﬁ{aeDX@u() 5(01(71,”)):0}

n=1

N
ii) Por Teorema|2.6.4/dada 6 € Dx (X ® X*) podemos escribir

=D (Dosm) = Do) (Vs 27) 2 (2.25)
n=1

A o . .
conv € X ® X*. Asila sucesion hy = {hal(’ﬂ) - f]aQ(n)}nzl es un multiplicador

A
de X ® X*. En efecto, por[2.25|tenemos que 6 = Mj,, donde M es el isomorfismo
AN A
isométrico algebraico usual (cf. [60]) de M (X ® X*, {zn}zo:1> en B(X ® X*)

dado por
M({e1yl) () =Y enlrz) 2
n=1
A
sive X ® X"

A A
iii) Sea Dx(X®X*) el conjunto de derivaciones acotadas sobre X ® X * con h—sucesiones
nulas. Como

DL(X & X*) = ﬁ {5 € D(X ® X*) : {5 (22), 22) = o}
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A
deducimos que D5 (X ® X *) es un espacio de Banach y por Teorema|2.6.4|tenemos
que

A N AN
D(X ® X*) =Dx(X ® X*) + Dy (X ®@ X¥)
AN N
Luego es inmediato que Dx (X ® X*) N Dx(X @ X*) = {0}.

[
Lema 2.6.10. (cf. [34])
(i) Sir,s € Nresulta
{0,—1,—-1,..} if r=s=1,
b [0s,00:] =4 {0,0,...} if r#s, (2.26)
e if r=s>1.
(i) Sir # s entonces n [5567«@90:] = e} es la matriz nula en todas las entradas y con

solo un 1 en el lugar (s,r). En particular, las derivaciones 04, c.: conn € N son
derivaciones del tipo Hadamard.

Demostracion.
(i) Sir,s,n € N tenemos que
O,oms (Tn @ Tp,) = (2, © 1) (2) @ 27, — T @ (2, © 23)" (2,)  (2.27)

= [(Tn, 5) 2] @ 27, — 20 @ [{2, T7,) - T3]

=5 (2, @) — O (2, ® ).
Haciendo m = 1 in (2.27) obtenemos

Oprar (n @ %) = th % (2.28)

:52'(371“@5’51)_57}'(%71@37:)

_ 1
= 55 CZp2 — (ST : Zafl(n,s)'

Sir = s = 1por (2.28) es 0y 0u: (7, @ 1]) = ] - 21 — 2,2 y la afirmacion se
verifica. Si7 = s > 1 por (2.28) es 6, cqx (25, ® 27) = 7'+ 2,2 y sigue la afirmacion.
Finalmente, si r # s = n entonces (2.28)) resulta

* 1
6afr-®$§ (1‘5 ® 1‘1) = Zr2 — 5’/‘ T 252541

y claramente b, [6,,00:] = 0. Sis ¢ {r,n} entonces 8, c.: (v, ® 2}) = —0; -
Zo-1(ns)- Pero o (n, s) = n*siysélosis = 1y comor # sentonces by, [0y, 0: | =
0.
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@ii) Sir, s,n,m € Nyn # m entonces

n' [5zr®w§} = (0x (2, © x5) (22) , Z:n?>

. (l‘r & $1) —Tn ® ($r © ZL‘:)* ($T) ,ZL‘;.L & l'1>

Proposicion 2.6.11. (cf: [34)]) Sean X espacio de Banach, {x,},_ | base shrinking doble-
mente acotada de X (i.e. tanto {z,,}, | como {x}} " | son acotadas). Dada una sucesion

A
cn}o2 ., de niimeros complejos la serie > - cp 0y, oux = 0 en B(X ® X*) si y solo si
n=1 n=1 nWTy
¢, = 0 para todon € N.

AN
Demostracion. Dado un tensor basico z ® z* € X ® X*y m € N tenemos que

(Z 5@@:) (@) =) [z,2}) (2, ®27) — (2,07) (x @ ;)]

n=1 n=1
= (Zm: (x,x}) x > QI —r® (f: T, T ZEZ)
n=1 n=1

y im0 (30, Gspees ) (x ® 2*) = 0. De todos modos, por la hiptesis impuesta a la
base inf,, pen | . [54], Corollary 3.1, p. 20). En consecuencia, si n, m,p €

Ny n # p entonces
5xn®x;‘n
(H 7 H)H

_ Mzl

* zwll

6sn0a3,

> mf lxnll / sup |zm] >0,

i.e.laserie )~ 0,00 DO es convergente. En el caso general, la afirmacion es inmediata
: : 7z o0 . ’ . o,

sila sucesion {c, },_, es nulasalvo finitos 5. Sino, dados r, s enteros positivos tendremos
[e.9]
: :Cn : 6$n®x;

(2, ® I:) = (cr —¢s) (2, ® l‘:) =0,

n=1

1.e. ¢, = ¢, y por lo anterior {cn}zil debe ser la sucesion constante nula. ]

Proposicién 2.6.12. Sean X espacio de Banach, {xz,},., base shrinking doblemente

A
acotada de X. Si la serie Y " | , - 0y, 00: converge en B(X @ X*) para cierta sucesion
infinita de escalares {c, },_, entonces {c,}.., € cy.
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Demostracion. Como en la Prop. [2.6.11] basta observar que por la doble acotacién de la
base {z,} -, resulta inf,cy H(swn@:; > 0. |

Teorema 2.6.13. Cada derivacion de tipo Hadamard es una B-derivacion.

A
Demostracion. Dada 6 € Dy(X ® X*) sea {x,},_, base shrinking de X tal que la
sucesién n [d] es nula. Dado x € F laserie | (z,z%) - b, [0] - z, converge. En efecto,
si p,q € N entonces

p+q p+q p+q
D ) b [0l <Y @) - (0a[6) = 0a [6]) - || + |02 [6] D (&, ) -
. ) ) (2.29)
p+q o 1 p+q
=6 Z (r,xl) x, | ® HxiH + (b1 [4] Z (x,x}) - x,
n=p 1] A n=p
p+q
< (1611 + b1 [8]1) || > 2, 23) -

i.e. la correspondiente sucesion de sumas parciales es una sucesion de Cauchy. Queda
definido un operador lineal M5 : @ — >~ (z, z}) - b, [8] - z,,, el que es acotado como
consecuencia del Teorema de Banach-Steinhauss. Asi b [0] € M (X, {z,} ), i.e. h[0]
es un multiplicado de X relativo a la base {z,,},, (V. [54]], Ch. 1, §5, p. 40). Mas atn,

siz* € X* setiene
o

v (@) =) (@, %) by [0] - 2,

m=1

donde la convergencia de la serie sigue en forma andlogaa (4.44), y b [0] € M (X*, {z%}~_)).

19Como {z,,},~, se asume base de X una sucesién {u, }.., de escalares es multiplicador de un ele-
mento x € X siexiste xy, y € X, necesariamente tnico, tal que xy,, oo = Y7 jin (T, T},) Tp. La
sucesion {ji, }, -, es multiplicador de X respecto a la base {x,,},-_, si es multiplicador de cada elemento
de X. Indicamos M (X, {z,, } ;) al conjunto de multiplicadores de X respecto a la base {z,,},. ;. Conla
estructura natural de espacio vectorial complejo, la multiplicacién coordenada a coordenada y la norma
A

o el

2t )

n=1

el conjunto M (X, {z,,},~ ;) es un dlgebra de Banach abeliana con unidad 1 = {1,1,1, ...} (Cf. [54], Ch.
I, §5, Prop. 5.4; [60]]).
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N
Finalmente, si x ® x* es un tensor basico fijo en X ® X* podemos escribir

o0

d(r®ax*) = Z (x,xr) (T, ") 6 (x, @ )

n,m=1
00

= 3 (o) {20,276 (zo-smm)

n,m=1

o0

= Y (@20 (20, 27) (B [0] = b [0]) 201 )

n,m=1

o0

= > (@) (@, 2") (0 [6] = 0, [8]) (2 @ )

n,m=1
= My () ® 2" — 2 @ My (z7)

y podemos concluir que 6 = O, - |

Proposicion 2.6.14. (cf: [34]) Sean {c,,};>, € CNy {x,} 2, base shrinking doblemente
acotada de X tal que 6 = " | Cy - Oy, 0ux define una derivacion del tipo Hadamard.

n=1
i) bo]ec {en}re, €coycm = b [0] —lim, o b, [6] sim e N.

(ii) 0 = 6, donde T € B (X) estd definido para x € X mediante

Zhn A\ n ’ _:Ch’mbﬂ[&]

n—oo

Demostracion.

(i) Sim € Nresulta ¢ (2, @ 27) = (cp — €1) * Zm2- Asi b1 [0] =0y b, [0] = ¢ — &1
si m > 1. Por la Prop. (2.6.12) tenemos que {c,} -, € ¢o y sigue enseguida la
afirmacion.

(ii) Como h [d] € ces claro que T es operador lineal acotado sobre X y resulta

Z bn -Tna ~xp, — " - lm b, [5]

para cada x* € X*. Mas aun, si n, m € N por (i) tenemos
Or (2n @ a7,) = (b [0] = . by [0])2n) ® 27, — 2 @ (b [0] — lim by, [0])27,)

= (0 [0] = B [0]) - (20 ® 27,)
= (Cn = Cm) - (0 ® 17,
=0(z, @),
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ie. o :iéT.
n

Proposicion 2.6.15. Sea {h,} ~, € M(X,{z,} —,) N M(X* {z:}>> ) Nc tal que

n=1
b, = 0. Si escribimos by = lim,_, b, la serie Yore i (b —ho) - z,00: converge a

A
una derivacion de tipo Hadamard § sobre X ® X* tal que b [§] = {h,}~, .

Demostracion. Si S =, (b, — bo) -z, © zj entonces S € B(X)y
IS < 0.1 g+ Il

Sea S, = > 0, (bg—bo) - 2 ® 2j, n € N. Dado z € X la sucesién {S, (z)} ~,
converge debido a que {h,} ; es un multiplicador de X y {z,,} , es base shrinking de

X. Asi {||S,||},—, deviene acotada en virtud del principio de acotacién uniforme. Ahora,

A
si fijamos un tensor elemental * ® 2* € X ® X* y n € N entonces

185, = 6) (z @ @), = [ Y (b = ho) - {w,a) - @ 2" —x® Y (b = bo) - (wp,a") - 7}

k>n k>n

(2.30)

<D= (0 = bo) - (w2} - | || + ||

k>n

k>n

Como {h,} 2, € M(X,{z,} =) N M(X* {2:}>>,) y {zn} —, es una base shrin-
king por (2.30) vemos que lim,, ., (s, — ds) (x ® *) = 0. En efecto, como X®X*
es denso en X (}% X, A{lISall}o, es acotada y [[or| < 2||T|| si T € B(X) resulta
6s = > vy (Bn — Bo) - 01,00 y basta considerar la Prop. 2.6.14 |
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Capitulo 3

B-Derivaciones

En este capitulo seguiremos considerando un espacio de Banach X provisto de una
base shrinking, y mantendremos en general la notacion anterior. Introducimos en la Sec-
cién 2.6|1a clase Dg(X) de B-derivaciones de X. Por ejemplo, dado (z,2*) € X x X*
es facil ver que

dx (zOz")=(x0z") @ ldxs — I[dx ® (2" © 1x (7)) = adpor,

de donde 0y (F(X)) C NY(X é X*). En el Teorema (3.2.1) se establecera la relacién
precisa entre B-derivaciones y tensores que puedan implementarlas en cuanto derivacio-
nes internas. Este resultado se aplica a los espacios ¢y y [P, p > 1, dotados con la base
natural y ademds al espacio L? ([0, 1]), p > 1, provisto con la base de Haar. Si X no posee
una base shrinking los resultados anteriores generalmente no son ciertos. En el Teorema
(3.3.1) explicitaremos una solucién completa del problema cuando X = [* (N).

3.1. Sobre el nicleo del operador J .
Lema 3.1.1. (cf. [34]) ker (5x) = C-Idy .

Demostracion. La inclusion D es evidente.
SeaT € B(X) tal que oy = Oy sea A € o(T). Si A pertenece al espectro de
compresion de 7" sea z* € X* — {0} tal que 2* |g(r—r145)= 0. Para todo € X tenemos

(2,T" (")) = (T (x) ") = (ha,a") = (&, \a"),
ie. (T" — Aldx+) (z*) = 0. Mds atin, como
(T (z) = Ar)@z" =2 (T" (") — A\z*) = 0,
la norma proyectiva es una norma cruzada y x* # 0 entonces 7' = A Idy .
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3.2 B-derivaciones y derivaciones internas B-Derivaciones

Si A € g,y (T') podemos elegir una sucesién {y, }.., de vectores unitarios de X tal
que T (y,) — Ay, — 0. Si y* € X* entonces

0= lm [[(T (yn) = Ayn) @ "]
= lm [y, @ T"(y") = Ayl = 1T (") = M|l -

Concluimos entonces que 7" = A\ Idx . ]

3.2. B-derivaciones y derivaciones internas

Teorema 3.2.1. (cf. [36]]) Sean X un espacio de Banach con una base shrinking {x,} _,,
T € B(X) tal que 6x(T) € N*' (U) y sea u € U tal que 6x(T) = ad,. Escribiendo
U= UpnZy sin,m € N resulta

Up2_pr1  of n<m,
(@), =4 0 if n=m
Uy )24y, Uf 10>

Demostracion. Si m € N existe un tnico n € N tal que (n —1)° < m < n?. Con la
notacién de la Prop. @es fécil ver que 2, = To, (m) @ T}, .- Por ([4], Prop. 6, p. 203),
dados 7, s € N tenemos que

ady (z, ® x¥) = Z Uy (T (m) ® TF) — Z U, (Tr @ T (1)) (3.1)

méeay ({r}) meoy(s)
= ZU(T—UQH (z: ® ) + Z Uiz_py1 (T @ T7)
i=1 i=r+1

S o0
- Z Us2_iy1 (Tr @ T7) — Z Ui2 45 (xr ® m;’k—&-l) ;
i=1 1=s
Le.
[e.9]

Ox(T) (z, @ x%) Z ) (@ k) — (T (), 2%) (x, @ x])] (3.2)

=1

En particular, si 7 = s observamos que el r-€simo sumando de la primer suma y el s-ésimo
sumando de la tercer suma de (3.1)) son iguales. Asi, las cuatros sumas de (3.1) interesan
subconjuntos mutuamente disjuntos de la base {z,} -, . El resultado ahora se sigue com-
parando los coeficientes de y (3.2). [
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

Ejemplo 3.2.1. (cf. [36]) Sea X = ¢, (N) el subespacio de Banach usual de [* (N) de su-
cesiones complejas sobre N que convergen a cero. Sin € Ny z, = {0n.m } ey €Ntonces
{,},,cn s una base shrinking de X . En efecto, X* es isomorfo isométricamente a I' (N)
y {@}},cn es identificada con la base estandar de I' (N). Cualquier 7' € B(X) es de-
terminado con respecto a la base {z,}, .y por una dnica matriz compleja {@mn}, ,en
cuyas columnas pertenecen a X, sus filas estdn uniformemente acotadas en ' (N) y

T(z) = {30 @mnzn}o_, 82 = {zn},cn €n X. Sea S € B(X) el operador shift, es
decir, S ({a1, s, ...}) 2 {0, a1, as, ...} sia € X. Entonces Dg ¢ N (co (N) &1 (N)).
Si Dg = ad,, para algin u € ¢ (N) St (N) escribimos u = Y >°_| U, 2, donde {2, }.~
es la base del producto tensorial asociada a la base estandar de X. Por (Teorema[3.2.1)) ve-
mos que U,z ,o = 1 paratodon € N, lo que contradice el hecho de que w,,, — 0. Ahora,
seaT € B(X), T (o) £ {37, Qmin-1/2"},,cy Para o € X. Entonces D(T') = ad,,
donde v = 5°°° (S0 27 mtm—ly ) @ o,

n=1 m=1

3.3. B-derivaciones sobre /' (N)

Teorema 3.3.1. (cf. [36]) Sea T € B (I* (N)) realizado por una matriz compleja infinita
a = {anm},, .cn conrespecto alabase usual {e, },, o, donde e, = {6, m}, o sin € N.
Entonces,

(i) Elsubespacio lineal S de U £1* (N)él“’ (N) generado por U2 e, @1 (N) es denso
enlU.

(i) Seas=>"" e, @k, con{z:} >, €' (I*(N)).Sis =0 entonces z}, = 0 para

n=1

todon € N.

(iii) Sea d (T) € B(I' (I (N))) tal que

0(T) (a") = {{Z (@ i — an,kximn)} } , el (I®(N). (3.3)

n=1 k=17 m=1

Entonces 6 (T) esta bien definido y § es un operador lineal acotado sobre ' (N)
con valores en B (I* (1™ (N))).

(iv) Sia*,y* € I'(I1°(N)) sea z* - y* 2 {307} st Asi I' (I1°(N)) es un
dlgebra de Banach asociativa.

'Es decir, las filas de a estdn uniformemente acotadas en I* (N) y dado z = {z,}, o en I' (N) resulta
T(z)={>,", am,nzn}::1 .(cf.[28]]; [32]], Teorema. 2.13(ii)).
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

(v) Dado x* € I (I (N)) sea s, = > °° . e, @ 2 enU. Entonces

n=1

o0

S (Sa) = > em ® 0 (T) (2%). (3.4)

1
(vi) 6(T) € 2! (I' (I~ (N))).

(vii) Siz* €' (1°°(N)), ad.- = 0siy sélo si z* = 0.

(vill) & (T) € N (I' (I (N))) si y solo si a* 2 {{an,}7°,}°_ € ' (I (N)) .
Demostracion.

(i) Como el conjunto ' (N) ® > (N) es denso en U es suficiente probar que un producto
tensorial basico puede ser aproximado por elementos de S. Dado un tensor basico
r@z* € I (N)®I1> (N) podemos escribir z = Y >~ | x,e, para una dnica sucesién
compleja {z,,} - . Por la continuidad de la aplicacién © — = ® 2* de [' (N) en U
y usando la bilinearidad del producto tensorial tenemos que

Q" Z:pnen ) ® " —Zen@)(xnx*).

n=1

(ii)) Dado 8 € [*° (N) y una biyeccion j : N — N escribimos

Bgj (z, 2" Zﬂnxnm

para x € I'(N) y z* € 1™ (N). Asi Bg; es una forma bilineal acotada sobre
' (N) x (> (N) y existe una tnica Bg ; € U* tal que

0= By () = 3 s ) = 3 Ao

Ahora la conclusion es inmediata.

(iii) Como ' (N)" & [ (N) es sencillo ver que las columnas de la matriz {a,, m Y rmeN
estdn uniformemente acotadas en ' (N) y que 7% (z*) = {D>°77 | an s} -, para
todo z* € [*° (N) . Mas atin,

||T|| - Supz |anm| - SUPZ |anm|

mEN
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

Sean z* € ! (I (N)) y m, k € N. Entonces

| |25 Mo + 1T |2

mll
miloo ?

(6 (T) () ()] = D (@, = Qi)
n=1
<2 |
n=1

osead, (T)(z*) € [*(N)y

16m (T) (@)oo <D lamul @5l + 1T 125l -
n=1

Ademas, si M € N entonces

M 00 M
D N6m (1) @l € DNl D lamnl + 1T 12" 1 oo
m=1 n=1 m=1
< 2N ™l oo vy -
Haciendo M — oo vemos que 6 (T) (z*) € I* (I°° (N)) y
16 () (&) i oo oy < 2T 12" 1 oo vy -

En efecto, § (T') € B(I* (I°°(N))) y |6 (T)|| < 2||T||. Ademds, & es un operador
lineal acotado sobre /' (N) con valores en B (' (1> (N))).

(iv) Es inmediato.

(v) Tenemos que

Sy (s00) = Y [T(en) @ 7 — €0 @ T (a},)] (3.5)
n=1
= Z (Z ammem) RIr — e, ® {Z amykx;m} ]
n=1 m=1 m=1 k=1

Si N, M € N vemos que

N M 00
DD amal 173l <IN 73l < +00,
n=1

n=1m=1

*

Y {amn (em ® x7,)},, | oy deviene incondicionalmente convergente en .
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

Ast, por (3.5) podemos escribir

00 00 00 0
* *
o () (8p+) = g em & g ATy, — 5 U kT
m=1 n=1 n=1 k=1

[e.o]

o) 1)
* *
- § : em & E : (am,n’rn,k‘ - am/ﬂxm,n)
m=1 n=1

=) en®0, (T) (2).

k=1

(vi) Seaz* y* €' (1> (N)). Entonces

o0

Z em @ 6 (T') (2 - y*) = Dr (Sp+ - 5y+)

m=1

y por (i) 0 (T) € Z* (I (I1** (N))) .
(vii) Sea z* € ' (I°* (N)) de modo que ad,+ = 0. Sin € N tenemos

ad.- ({0,...,0,€,0,..}) = {zhen} o —{0,...,0,2,0,..} (3.6)

t Yy m,n

y 2, = 0 cuando m # n en N. Como z* - 2* = 2* - 2* para todo z* € ' (1™ (N))

* *

entonces z, ,.xr . = Ty, .z sl m,n € N. Consecuentemente z;, = 2, .y
como ||z, ||., — 0 entonces z* = 0.

(viii) Supongamos que § (T') € N1 (I' (1> (N))). Por (vi) existe un tnico z* € ! (I*° (N))
tal que 6 (T') = ad.~. Por[3.3]y[3.6] deducimos que a,, = z;, , si m # n en N. En
efecto, si 2 € I' (I°°(N)) y m, k € N por[3.5] vemos que

O (T) (27 = (@mm = k) Ty + D GmnThp = Y AnkThs
neN—{m} neN—{k}

i.e. § (T) («*) permanece sin cambios modificando la diagonal {a,,,,} ., salvo una
constante. Asi, podemos reemplazar a,, ,, <> a,,,—a11+2], paracadan € N. Sigue
que 2, ., = 2 p = Amm — Gk pAram, k € NoAst, anpn = 25, — 211 +a11 = 2, ,

para todo n € Ny la condicién es necesaria. La suficiencia es inmediata.

39



3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

Corolario 3.3.2. Sea T' € B(X) tal que 6x (T) € N (U). Entonces 5x (T) es imple-
mentable como derivacion interna por un elemento v € U tal que u =Y~ | y, Q@ y.: de

)
*
YenYkm
k=1

Demostracion. Sea §x (T) = ad,,, u € U. Escribiremos u = Y | v, ®y;:, donde no solo
S el il < oo sin6 que S5, vzl < +50'y [lynlly — O (cf. (48], p. 257)
Sia* €l (I1°(N)) y m,n € Nescribimos 2}, £ (yn, T5) Y Wh o = Y07 Ykm¥i - S
m € N tenemos

modo que
o

sup < +o00.

meN

n=1

lzmllso < 177, || o SUP (|4l (3.7)
neN

1wl = sup [why | <Y [yaaml 197l (3.8)
neN 1

Por (3.7) z* € I* (I (N)) y

25 oo inyy < 2|71 00 nemy SUP || Y[ -
12 e iy < Nzl (N))neNH In

Por w* € (I~ (N))y

Hw*Hll(lO@(N)) < Z el 19l -
k=1

Ademas,
2 st ohlle = 3 3 175llos 2 1950 (3.9)
m,n,peEN n=1m=1 p=1
<N oy D 1ally 1951100 < o0,
n=1
y oo
D 1 ) oo < M ey D I9ally llylloe < o0 (3.10)
m,neN n=1
Por[3.8]y[3.10| vemos que
ady, (Sz+) :Zep@)(w* =20y, (3.11)
p=1
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

Por (3.11)), (3.4) y el Teorema (i) y como y* € I (I*° (N)) tenemos

5(T) =w"
= {Z w 7m p,mym}
m=1 p=1
= {{Zx ,kzyn,pynm <ym7 p>ymk} }
m=1 k=17 p=1
:{{Zx ,kan,pynm ymkzymnxpn} }
m=1 k=1J p=1
00 00 (e} [ee]
= { {Z Tk Z YnioYim = Tym D yn,myii,k} }
m=1 n=1 k=17 p=1
:{{mek‘wp, pmwmk} } :
k=17 p=1
Como w* € [ (I°* (N)) la afirmacion se sigue por Teoremam ]
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Capitulo 4

(o, 7)-Derivaciones

4.1. Introduccion

Sean Uy, U, dlgebras asociativas sobre un cuerpo C, sea X un Us-bimddulo y consi-
deremos sendas aplicaciones lineales o, 7 : Uy — Us y d : Uy — X. Se dice que d es una
(0, T)-derivacién de Uy con valores en X sid (ab) = o (a) d (b) +d (a) 7 (b) cualesquiera
sean a,b € U,. Indicaremos D, ) (X) la clase de éstas (o, 7)-derivaciones. En caso
que 0 = 7 diremos que d es una o-derivacion y escribiremos D, o) (X) = D, (X).
Asi D, ) (X) es un subespacio lineal de £ (i, X) y evidentemente estamos ante una
generalizaci6n natural de la nocién de derivacién corriente. Por ejemplo, d € D51 (X)
siparac, T € Hom (Uy,Us), x € X ya € U definimos d(a) = z7 (a) —o (a) z. Decimos
en este caso que d es la (o, 7)-derivacion interna implementada por x.

Ya desde un punto de vista algebraico la investigacion de (o, 7)-derivaciones esta jus-
tificada pues la naturaleza de las mismas refleja propiedades acerca de las estructuras
subyacentes. Construcciones mds generales en las que U; y U son simplemente anillos
son posibles, objeto de una intensa investigacion y de una profusa literatura. Por ejemplo,
si U es anillo de division, [/ : Z(U)] > 4y si V & U es un subanillo invariante por todas
las (o, 7)-derivaciones internas implementadas por elementos de U entonces V C Z(U)
[12]]. Mas atn, sean ¢/ un anillo unitario simple y V' un subanillo primitivo de / que con-
tiene a la unidad[] Dados o, 7 monomorfismos de U/ en U, si V resulta invariante bajo la
accion de toda (o, 7)-derivacion entonces V C Z (U) Nker(c — 7)o U : Z(U)] =4y
V = Zy(V), donde

Zu(V)={a €U :ab=baparacadad € V}

es el centralizador o conmutador de V respecto de U.

"Luego U no contiene ideales biléteros no triviales y V admite alguna representacion fiel en algtin V-
mddulo simple a izquierda.
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

Por (o, 7)-derivaciones y resultados de continuidad automatica en dlgebras de Banach,
(C*-algebras o von Neumann dlgebras v. [39], [40] y [42] respectivamente. Respecto a
(o, 7)-amenabilidad de C*-dlgebras v. [41]F|Respecto a relaciones de (o, 7) derivaciones
y la identidad v. [45].

4.2. Dos problemas de Mirzavaziri

La dependencia tedrica de una (o, 7)-derivacion d respecto de las aplicaciones linea-
les o y 7 es objeto de intensa investigacién. Por ejemplo, el siguiente teorema establece
algunas condiciones que garantizan continuidad automatica, a saber:

Teorema 4.2.1. (cf. [40], Th. 2.1) Sea d € D, (X), donde o : U — V es un homomorfis-
mo de dlgebras. Entonces:

(i) X munido de las acciones a -z =0 (a)zyx-a =z0 (a),cona €Uy z € X, esun
U-bimédulo, al que indicamos X.

(ii) d : U — X es una derivacion en el sentido usual.

(iii) UPX es un dlgebra sobre U/ con la estructura vectorial usual, si para (a, ) y (b,y)
enUDX escribimos (a,z) - (b,y) = (ab,a-y+x-b).

(iv) La aplicacion 4 : U —UDBX, p4(a) = (a,d(a)) es monomorfismo.
(v) Sean ademas U, V' y X espacios normados y o € B (U,V) . Escibiremos
I(a.2)[ = llall +  sup  {[l«]l. |z, [lzc]}, (a,2) €U x X.

bl1<1,[lell <1
Entonces U X deviene espacio normado y ¢4 es continua si y solo si d es continua.

(vi) Si todo monomorfismo de U/ en un dlgebra de Banach es continuo entonces toda
o-derivacion de U con valores en un V-bimddulo de Banach X es continua.

Es nuestro propdsito en este capitulo el andlisis de los siguientes problemas (cf. [38],
p. 2):

(A) Dada una (o, 7)-derivacién decidir si o y 7 habran de ser necesariamente morfismos.

(B) La composiciéon de morfismos con derivaciones produce o-derivaciones. Decidir si
toda o-derivacion tiene dicha estructura general.

Daremos respuesta a ambos problemas en el contexto de algebras de matrices finitas.
Aun en este marco simple el andlisis reviste alguna dificultad y estimamos que tiene
interés propio [33].

2Un 4lgebra de Banach U se dice (o, 7)-amenable cuando toda (o, 7)-derivacién resulta interna.
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

4.2.1. M, (K) en cuanto M, (M, ()) médulo a izquierda

Consideremos la aplicacién

M, (M, (K)) x M, (K) — M, (K), 4.1)

n

(a,x) >aex = Z Ty path.
k,h=1

Si {€"7}, <, j<n €s la base canénica de M, (), z € M,,(K) y ¢ € L (M,(K)) vemos que

o(z)= Z o, () e 4.2)

i,7=1

n n
= 3 3 o ()

i,j=1k,h=1
n n
= Z Tk,h Z 055 (ek’h) e
kh=1 ij=1
= [U (ew” 1<ij<n ® T

La aplicacién F' (¢) = [0 (e")],, -, define un isomorfismo lineal entre L (M, (K)) y
M, (ML, (K)) . De esta manera, si o, u € L (M, (K)) resulta

F(oop)=[F(o)e MiJ}lSiJSn'
En efecto, por (4.1) y @¢.2) si 1 < 1,5 < n setiene

Foop),,=(00u) ()
— 0 (1))
= a(> uhet)

k,h=1

=F (o) e u™.

Asi, si a,b € M, (M, (K)) hacemos a x b = F (F~! (a) o F~1 (b)) . Provisto de esta
multiplicacién M, (M, (K)) es un édlgebra asociativa sobre K, F' es un homomorfismo
algebraico y ML, (K) es un M, (M, (K))-médulo a izquierda.
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

4.2.2. Caracterizacion de o-derivaciones

El objeto de esta seccidn es caracterizar la clase D, (U) de o-derivaciones sobre alge-
bras de matrices finitas &/ = M, (K) sobre un cuerpo K de caracteristica cero.

Teorema 4.2.2. (cf. [35)]) La clase de derivaciones D,(U) consiste del conjunto de solu-
ciones del sistema lineal de ecuaciones matriciales del siguiente tipo:

O pdh = d¥ghh 4 ghighh 1 <d gk h <, (4.3)
donde i, denota el simbolo de Kronecker usual.

Demostracion. Sea d € D,(U),z,y € M, (K),1 <i,j < n. Entonces
dij (vy) = [d(x)o (y) + o (z) d (y)],,

> [dis(@)or () + o1 (x) dij (v)]

=1

I
NE

T8 _tu r,s gt
Z iy 05 Tr Y + 037 A5 T Y

=1 L1<ms,t,un

m,p __ m,p . )
Paral < m,p < nsea ¢ = {5Z-7j }ngn las matrices candnicas de M., (KC). Por la
relacion previa, si 1 < p,q,m,w, 7,7 < n tenemos que

(5nqdn%u5iJ ::5nqdzyw
= Opqdij (€™")
= dij (e™Pe™)
n
=D (doty + oy i)
i=1
— (dm,po,q7w + O,m,pdq,w) .

17‘]

y sigue Reciprocamente, dada una solucion {dk’h}1 <kh<n de ) y x € M,(K)

escribimos
Z k.h
d(x) = { di,j ZEle} .
1<i,j<n

1<k,h<n
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

Claramente d € L (M, (K)) y paraz,y € M,(K)y 1 <i,j <nes

n

[d(@)o (y) + o (@) d )],y = D [dia@)or; (y) + i (x) dus (y)

=1

_Z [Z d”xuvzal]yst

u,v=1 s,t=1
ds,t

+ O-zl xuv lJ?/s,t

u,v=1 s,t=1

u,v __S,t u,v 38,t

= Z xuvystz [ ov; + o dys]

u,v,8,t=1

n

= 3 [0 4 0" A, e

u,v,8,t=1

n
u,t

= E 51} sd i LywlYs,t

u,v,s,t=1

n

—_— u7t
= § di,j (zy) t

u,t=1
=d;; (vy),

es decir, d es una o-derivacion. [ |

4.2.3. o-derivaciones sobre M ()

Por {.2.2] debemos buscar las soluciones del sistema matricial lineal 4.3] En lo que
sigue, daremos una descripcion alternativa de sobre M (M(K)) . Este sistema es
bastante dificil de manejar y el punto de vista natural ded.2.1]ya no es aplicable. Por ello,
cabe sefialar que trataremos el sistema4.3|del Teorema[.2.3]mediante el producto formal
usual de matrices por bloques. En el contexto de la prueba sera claro lo que sucede. Sea
x € My (K). Sean ay, as, ag,aq € L (M, (K)) los operadores:

ar(z) = 1’1,261’1 + $2,2€2’17 as(z) = x1 1691 + X1 2622,

2,2 22

az(z) = 3317261’2 + 2907, ag(x) = X9, €3 4+ xy 2€”

Sia,b € M, (K) introduciremos A, ,,m € L (My (K)) como A,y () = ax +xby

m(z) = [ 22 ¥21 } .

T12 T11
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

Teorema 4.2.3. (cf. [35]) El sistema de ecuaciones{.3|es equivalente al siguiente sistema
sobre My (M(K)) :

(a) od+ do = 2d,
(b) m(e)d+m(d)o = 0, (4.4)
©  Auerae = 0
@)  Agerue = d
Demostracion. Por conj =k =1, 2 tenemos
AV = @M ght gl (4.5)
A2 = M2 4 ghigh?, (4.6)
AV = @122 4 g l2g2t (4.7)
A2 = d1222% 4 o122, (4.8)
42 = @2lgbt g2l ght (4.9)
4> = @>lol? 4 g21gh2 (4.10)
d¥t = @*2%! 4 g22g%! “4.11)
422 = @222 4 o22022, (4.12)
ysij # ken {1,2} tenemos que
0=d""'o>" + o' d*, (4.13)
0=d"6? + o122, (4.14)
0= d"?o1 4 12, (4.15)
0= d2512 4 g12q12, (4.16)
0=d*'o>" +o>'d*, (4.17)
0= d>'02? + 01422, (4.18)
0 = d>20M + o2, (4.19)
0= d**c"? 4 o**d". (4.20)
Asi, por @3) y @7), @6) y @E3). @9) y @I11), @10) y @I12) tenemos
LGl 4 gl2g2 — 9gll _ (gll bl 4 d1,20,2,1) 7

—(

ol 4 gh2g22 — ogh? (d1’101’2 + d1’202’2) :

o2 o222 — 92! — (d2’101’1 + d2’202’1) :
—( )

02’1d1’2 2 2d2 2 _ 2d2 2 d2’10'1’2 + d2,20_2,2

9

47



4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

es decir, cd+do = 2d. Ademas por (@.13) y @.13), @.14) y (@.16), (@.17) y (¢.19), (4.18)
y @20):

L2 4 M2 = g2l gl g2l 4.21)
L2412 4 U2 = _ql2gl? _ gblg2? 4.22)
o220 | 2Ll — _ 22,01 _ 212 (4.23)
o222 1 Bl — _ 22,12 | 21,22 (4.24)
Estoes m(o)d +m(d)o = 0 Ahora a1(0),as(0) (d) = 0 por (4.15), (4.16), (4.19) y

(4.20) mientras que A, () a4 (o) (d) = d por (4.7), l- l- y (4.12). Por otro lado, una
solucién d = d” de (4.3] satlsface “.15), (.16), (4.19), { 20 y . . -
(@.12) porque (c) y (d) se Verlﬁcan Como consecuencia de (a) obtenemos (4.5), (4.6),

(4.9) y (4.10). Finalmente, por (b) se verifican las 1dent1dades l 4.21) a (4.24), que junto
con (@.15), @.16), @.19) y (#.20) implica @.13), @.14), @.17) y @.18). u

Observacion 4.2.4. La falta de simetria en el sistema (4.4)) del Teoremal4.2.3|es aparente.
De hecho, (b) es equivalente a la ecuaciéon om(d) + dm(o) = 0. Asimismo, (¢) y (d)
pueden ser reemplazados por las ecuaciones Ay1(y)02(0) (d) = 0y Agso) at(e) (d) = 0,
donde

a'(z) = zy "% + x91€*2, a® (v) = 296! + 1o0e"?
a

1,2 21

3(m)—x116 + 1 0e" ,a4(x)—x116 + z91€”

4.2.4. Descripcion completa de D, (/)

Teorema 4.2.5. (cf. [33]) Sea 0 € L(M,(K)), o (z) = Y1 xie" six € M, (K).
Existen o-derivaciones no triviales solo si n = 2, donde para una o-derivacion d existen
Unicas constantes ki, ko € K tal que d(z) = ki1 9"+ koxg 1€*! paratodo x € My (K).

Demostracion. Claramente o/ = §; ;¢ si 1 < 4,5 < n. Ahora observemos que
D,(U) = {0} sin # 2. Sin = 1 una Idc-derivacion deviene derivacion y en este contex-
to, cualquier derivacién es nula. Sin > 3y d € D,(U) por dbh = digih 4 ghi dih
paratodo 1 <, 7, h < n.Perodados los indices i, h podemos elegir j € {1,...,n}—{i, h}
para concluir que d*" = 0. Por lo tanto, centramos nuestra atencién en el caso n = 2.
Consideremos con j = 1y k = 2. Se dan los siguientes cuatro casos:

(i) Sii=h=1,0"'d*! =0.Porlo tanto, i’} = di’; = 0.
(ii) Sii=1yh=2,
0= d1’10'2’2 +0‘1’1d2’2 _ d%?el’l + (di; _i_di ) 1,2 +d11 22‘

Entoncesdl—déé—OydM%—d =0.
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(iii) La ecuacién correspondiente ai = 2y h = 1 es trivial dado que o>! = 0.

(iv) Sit=h=2,
2,1 2,1
0= d>1g22 4 g2Ld2? = @ lel? 4 Ple22,

£l 21
Asi dis = d5; = 0.
Ahora con j = 2y k = 1 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:

v) Sii=h=1,

1 2
0= d1,20,1,1 4 0_1,2d1,1 d 1 1 d2 Tea1.

(vi) La ecuacién correspondiente ai = 1y h = 2 es trivial dado que o'? = 0.
(vii) Sii=2yh=1,
0 = d225M 1+ o221 — d? 211 (dif 4 d;ﬁ) 2y b ;62 2
Entonces dff = d =0y d 1+ d = 0.

(vii) Sii=h=2,
0:d2’20‘1’2—|—02’2d1’2 :d12 21—|—d12 22

L2
Entonces ol2 1 =dy5=0.
Con j = k = 1 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:
(ix) Sii=h=1,
1,1 1,1 1,1 1,1 41,1 L1 11, gL112 , g1
d ’ = d ’ o ’ + g ’ d ’ = 2d1716 + d1726 + d2’1€2’1.
11 A1
Entonces dy’; = dy5 = 0.
x) Sii=1yh=2,
1,2 1,2
4P = qMlpl2 g pllgl2 d et 4 b 261 2
12 _ 12
Entonces dy] = dy5 = 0.
xi) Sit=2yh=1,
2,1 2,1
Bl = Plolt 4 gPlghl = 2lelt 4 g2le2l,
Entonces d>, y = d2 5 = 0.

(xii) Sii=h=2,d*?*=d>'c"?+o>'d"? =0.
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Sij = k = 2 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:
(xiii) Sii=h=1,d"! =d"?0?! + o> = 0.
xiv) Sii=1yh =2,
1,2 1,2
A2 = 12022 4 G122 = 2612 4 l2e22,
12 _ gL2
Entonces di7 = dy7 = 0.
xv) Sit=2yh=1,
2,1 2,1
Pl = P22 4 o222 = Pl 4 Bl
21 21
Entonces dj’; = dy’ = 0.
(xvi) Sii=h =2,
2,2 2,2 2,2
B2 = 22022 4 o222 = P2 4 PR 4 2 @222,
22 _ 122 _
Entonces d;7 = dy5 = 0.

Finalmente, la afirmacidn se sigue por las conclusiones de (i)-(xvi). |

4.2.5. Avances sobre problemas de estructura de o —derivaciones

Continuaremos con la notacién del Teorema Claramente o no es un homomor-
fisrmo sobre M (KC) pero D, (U) no es trivial. Asi la respuesta al Problema (A) de
es negativa, i.e. en general las o-derivaciones no son implementadas por homomorfismos.
Respecto al problema (B), consideramos la o-derivacion d(z) = z;2e"? + x4 1> de-
finida para © € M (K). Supongamos que existe una derivacién § sobre M (K) tal que
d = § o 0. Se sabe que entonces ¢ debe ser una derivacion interna, incluso en un contexto
mads general (cf. [6]). Asi, si a € M, (K) es tal que § = 4, tendriamos que

:1:1,261’2 + $271€2’1 =d(x)
ac(x) — o(z)a

= (611,261’2 - G2,1€2’1) (5172,2 - CC1,1)

para todo = € M(K), lo cual es imposible. Por lo tanto, la respuesta al Problema (B) de
también es negativa.
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Elementos de Cohomologia en Algebras
de Banach. Amenabilidad.
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Introduccion

El objetivo de esta tesis es dar una introduccién a la teoria de amenabilidad. La tarea
no es sencilla, pues supone la adecuacion de la teoria algebraico-homolégica de Hochs-
child al marco de las dlgebras de Banach. La primera requiere las técnicas y la termino-
logia propias del dlgebra tensorial, adaptable al contexto que nos importa ya que estas
estructuras pueden ser metrizadas en cuanto espacios de Banach.

Se impone la siguiente pregunta: tratindose este de un trabajo introductorio a la teoria
de amenabilidad en dlgebras de Banach, -;Qué aspectos de la misma se han de consi-
derar fundacionales, digamos pilares bdsicos e insoslayables?- Aun a riesgo de no dar
con una respuesta satisfactoria, esta cuestion nos facilita la tarea, al menos en principio.
La teoria de amenabilidad ha sido concebida para comprender la estructura de los de-
nominados grupos paradojales. Estos grupos, también denominados degenerados o no
amenos, permiten construcciones tedricas que l6gicamente rechaza el sentido comun. La
cuestion, establecida hacia 1924 por S. Banach y A. Tarski, fue resuelta satisfactoriamen-
te por B. Johnson en 1972. Se ha podido establecer entonces que a todo grupo localmente
compacto hay asociada salvo isomorfismos una unica algebra de Banach, de modo que
la eventual paradojalidad del grupo equivale a la existencia de una precisa estructura de
la correspondiente dlgebra. Tiene sentido entonces hablar de grupos y de dlgebras ame-
nables, constituyendo los teoremas de caracterizacion de Johnson de ambas categorias la
respuesta mas acabada a la cuestion que nos habiamos planteado.

El plan de trabajo ahora es simple; en el Capitulo [I| describimos la construccion de
espacios tensoriales, a los que se metriza en cuanto espacios de Banach. Este topico lo
definimos como preliminar pues da el contexto para todo el trabajo restante. Otras cons-
trucciones, como las medidas de Haar, espacios de medidas complejas, grupos de homo-
logia y cohomologia, etc., se describen en la medida que se las necesita. La amenabilidad
propiamente dicha es abordada en el Capitulo [} En la Seccion [lintroducimos los elemen-
tos necesa-rios de la teoria de Hochschild y resultados de adecuacién de esta en el marco
de dlgebras de Banach. La caracterizacion de dlgebras amenables se establece en la Sec-
ci6én[l y la de grupos amenables en la Seccion [l El Capitulo[[lestd dedicado al desarrollo
de algunos ejemplos, en una lista necesariamente incompleta.

La lectura de este trabajo supone el conocimiento de elementos de la Teoria de Médu-
los, de Teoria de la Medida, de Anélisis Funcional y Topologia General. No obstante, he-
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mos procurado que el material de estudio sea lo mas autocontenido posible salvo quizas
en alguna aplicacion muy puntual del teorema de factorizacion de Cohen, sobre el que no
hemos abundado para no distraernos y alejarnos de nuestro propdsito principal.

A.P.M. - C. C. P.. Tandil, 2006.
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Preliminares

Moédulos sobre algebras de Banach

En general nos hemos de interesar en la accion de dlgebras de Banach sobre bimédulos
de Banach. Salvo que se indique lo contrario, todas las construcciones se hardn sobre el
cuerpo C de nimeros complejos. Precisamente, si Ll es un dlgebra de Banach asociativa
y [E es un espacio de Banach indicaremos a, b, c, ... a los elementos de 4, x,y, 2, ... a los
elementos de [E. Diremos entonces que E es un ${—mddulo de Banach a izquierda (resp.
a derecha) si E es un {{—mddulo a izquierda (resp. a derecha) en el sentido algebraico
usual, o sea en cuanto se considere a [ en cuanto anillo. En consecuencia, hay una accién
i x E — E del tipo (a,z) — a - x (resp. (a,x) — x - a) la cual esta regida por las
condiciones de todo médulo sobre un anillo sujeta a las condiciones adicionales:

(@) [la- 2| <[]l {lx]| (resp. ||z - al| < [lz]| ),
@) a-(b-z)=(a-b)-x(@esp.(x-a)-b=x-(b-a) =z (a -y b)),

(i) \-(a-x)=AN-a)-z=a-(A-x)(@esp. (x-a) - A=x-(A-a) = (\-x)-a)si
AeC

Por (i) se establece la continuidad de la accion de L sobre E. En particular, por abuso
de notacién estamos usando la misma nomenclatura para indicar las normas de 4l y de
[E. La condicién (ii) indica que, en definitiva, hay basicamente dos acciones naturales de
i sobre [E: la del anillo 4 o la del anillo opuesto 4°?. Mediante (iii) sefialamos que E es
una C—4lgebra sobre el anillo 4. Si & fuere unitaria y si e indicare el correspondiente
elemento unidad asumiremos que |le|| = 1y quee-x = x (resp. x - ¢ = z) si z € E.
Diremos que E es un {{—bimddulo de Banach si es un {{—mddulo de Banach tanto a
izquierda como a derecha. Eventualmente, si ®8 fuere otra dlgebra de Banach diremos que
E es un (4,28) —bimédulo en caso de ser {{—moddulo de Banach a izquierda y B—mdédulo
de Banach a derecha.

Ejemplo 4.2.1. Sea E un {{—bimédulo. Consideramos el espacio de Banach B (4, E) de
las aplicaciones lineales acotadas de i en [E. Las relaciones

(a-TYD)=a-Tb)y (T-a)(b)=T((b-a)—T(a)-b
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definen sobre B (4, E) una estructura de {{—bimddulo. En efecto, fijados T € B (U, E) y
a € Uentonces a - T : 4L —[E es lineal pues el producto de L sobre [E distribuye respecto
ala sumay [E es una C—dlgebra sobre el anillo 4{. Ademads

[(a-T) (O)] = lla-T @) < llal IT®) < lal 1T 161,
sibe U,oseaa T € B(U,E).En particular, ||a - T|| < |la| [|T|| y como

((@-0)-T)(e)=(a-b)-T(c)=a-(b-T(c)) =a-((b-T)(c)) = (a-(b-T))(c)

para cada a, b, c € Uresulta (a-b) - T =a- (b-T). Andlogamente, la accion de L sobre
B (4, E) a derecha también estd bien definida y

((T-a)-b)(¢) = (T-a) (c-b) — (T-a) (b) - c
(c-b)-a) = T(a)-(c-b) ~ {T(b-a)-c— (T(a)-b) -}

(
(c-(b-a) =T (b-a)-c=(T-(b-a))(c)

sia,b,cetlie. (T -a)-b=T-(b-a).

Ejemplo 4.2.2. En particular, si E es un {—mddulo de Banach a izquierda (resp. a de-
recha) y [£* es la clase de formas lineales acotadas sobre E entonces E* admite una es-
tructura de $°? —mddulo de Banach a derecha (resp. a izquierda). Para ello basta definir
paracadaa € U, x € Ey x* € E* las acciones dadas por (z,z* - a) = (a -z, z*) (resp.
(x,a-x*) = (r-a,z"))

Productos tensoriales

Como veremos en el Capitulo [I] Ia caracterizacion de las llamadas algebras amena-
bles se ha de dar en el marco de ciertos productos tensoriales. Estas estructuras fueron
estudiadas en principio por R. Schatten y A. Grothendieck (cf. [29], [11]). En general, si
E,, ...,E,, F fueren espacios vectoriales indicaremos L (E, ..., E,, F) al espacio vecto-
rial de funciones n—multilineales de E; x ... X E,, en [F.

Definicion 4.2.6. Sean E, F espacios vectoriales complejos. Se denomina producto ten-
sorial de E y F a todo par (V, ¢) formado por un C—espacio vectorial V, una funcién
bilineal ¢ : E x F — V cuya imagen genera a V y se verifica ademas la siguiente propie-
dad: Para todo C—espacio vectorial F y toda B € L2 (E, F, G) existe una tinica aplicacion
lineal B : V -G tal que B = Bot.

Notemos que si hubiere un producto tensorial de E y F el mismo debe ser tnico salvo
isomorfismos de C—espacios vectoriales. En efecto, sean (Vy,t;) y (Vo,t5) productos
tensoriales de [£ y IF. Hay entonces aplicaciones lineales tnicas ¢1 : Vi — Vo y ity 1 Vy —
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V, tales que t; = %VQ oty yty = a o t1. Se deduce entonces que ﬂ o %VQ y Idy, coinciden
sobre la imagen de ¢5, que genera a V, sobre C. Luego ti oty = Idy, y, andlogamente,
?2 o %Vl = Idy,, i.e. V; & V,. A raiz de esto indicaremos (E ® F, ®) al producto tensorial
de V; y Vs, y escribiremos ® (z,y) =  ® y para cada (z,y) € E x F.

Teorema 4.2.7. Existe  E®Q F, ®) .

Demostracion. Si M :@(C cada elemento de M puede interpretarse como una funcién

ExIF
de E x F con soporte finito. Sea »r : E x F — M tal que » : (z,y) — ¢, definida

por s, (2 y) = 5§§j siz, 2’ € Eey,y € F, donde J es el simbolo de Kronecker. En
particular, M tiene una estructura natural de C-espacio vectorial. Sea M, el subespacio de
M generado por elementos de la forma sz, 0y — 30,y — Hasys Hayi+ys — Hagr — Zayyss
Hrpy — ANHgy O Hyry — Aty,, donde z,21,29 € E, y,y1,y0 € Fy A € C. Sean
V = M/My, p : M =V la proyeccién al cociente y sea t = p o 2. Dados un C—espacio
vectorial G y B € LZ(EJF), sea 0 € M, digamos 0 = Y o(z,y)s,,. Escribire-
mos By(o) = > o(z,y)B(x,y). Notemos que By : M — G estd bien definido por-
que {%m,}(w)EIExF es base de M. Ademds By es lineal y My C ker By. Siu € Vy
u = p(o) escribiremos B(u) = By(c). Si fuere ademas u = p(o) entonces o — o’ € M
y By(0) = By(o), i.e. queda bien definida una aplicacién lineal B : V — G tal que
(E o t) (z,y) = B(p(ssy,)) = B(z,y) para cada (z,y) € E x F. Notemos que ¢ es

ciertamente bilineal y que ¢ (E x IF) genera a V. Concluimos entonces que V~E® F y
sigue la tesis. [

Proposicion 4.2.8. Sean E, F, G, E, F, G espacios vectoriales complejos, entonces son
vdlidas las siguientes propiedades;

() (EF)G~Ex(FRG).
(i) SiS:E — ]E, T : F — F son lineales existe una tnica aplicacion lineal
SOT:-EQF - EQF
talque (S®T) (z®y) =S5 (x) ® T (y) para cada (z,y) € E x F.

(iii) Siademas U : G —G es lineal hay isomorfismos de espacios vectoriales

B:(EF)®G—-E®(FRG) y 5;1@:@(@@@) — (E@ﬂﬁ)@@

tales que (SR T) @ U = Co[S® (T ® U)] o B.
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Demostracion. (i) Fijamos z € G y definimos B.(z,y) =2 ® (y ® 2), (z,y) € E x F.
Como B, es bilineal existe B, : EQ F — E ® (F ® G) lineal, tnica, tal que

B.(z@y)=2® (y®2)

paracadaz € Eey e F.Sea B E®Fx G - E® (F®G), B(u,z) = B, (u).
Entonces B estd bien definida y es bilineal, con lo que existe una tnica aplicacion
lineal B : (EQF)® G —E® (F®G) tal que B(u ® z) = B. (u) para cada
u 'y cada z. Andlogamente, fijado = € E sea C*(y,z) = (z®y) ® z, (y,2) €
F x G. Como C* es bilineal sea C* : F ® G — (E ® F) ® G lineal, tinica, tal que
Co(y®z) = (r@y) ® zsi(y,2) € F x G. Sea ahora

C:Ex(F®G)—= (EQF)®G, C(z,v) =C"(v).

Como C es bilineal existe C' lineal, Gnica, tal que C (z ®v) = C*(v) para cada
x y cada v. Finalmente, bastard ver que B y C son aplicaciones reciprocas. A tal
efecto,sear®@v €E® (F®G),yseav =37 | y; ® z; en F ® G. Tenemos:

(Eoé) (x ®@v) :E(ém (v))
= ié (596 (y; ®Zj)>
—ZB TR Y;) ® 2;)
:ZEZ:‘ (x®yj)

=) 10y ®5) =100

j=1
Podemos concluir que BoC = ldgg(rec) - Andlogamente CoB= ldEer)ec -

(ii) Basta considerar la aplicacién bilineal B (z,y) = S () ® T (y), con (z,y) € E x F,
y usar la propiedad universal que caracteriza al producto tensorial.

(iii) Es inmediato usando la demostracion de (i).
O

Observacion 4.2.9. Por la Prop. nos hemos de referir, en adelante, a productos
tensoriales £; ® ... ® E,, y a aplicaciones lineales

cuya existencia sigue a partir de aplicaciones lineales dadas 7; : E; — F;, 1 < j < n.
No har4 falta especificar el orden en que estas construcciones se hagan, y se ha de tener
presente el sentido de unicidad de los mismos segin vimos anteriormente.
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Espacios tensoriales normados

Es necesario ahora dotar estas estructuras de una estructura métrica que los realice
como espacios de Banach. No hay una tnica forma de hacer esto, pero hay al menos dos
puntos de vista naturales. Sean K, ..., E,, espacios de Banachy seau € E; ® ... ® E,,.
Indiquemos entonces

B = 1} , (4.25)

o (w) = sup { [ @1, (u)] « |Jo;

:mf{ZH”x;H siusz}@ ...... ®x;‘}
i =1 j

Proposicion 4.2.10. La relacién define normas sobre By @ ... ® E,,. En particular,
se trata de normas cruzadas, i.e.

g == ||

a(r; @ ... Rxy) =w (T @ ... ® x,) = ||z1]| oo |xnll siz; € By, 1 <i<n.

Si B fuere cualquier otra norma cruzada entonces o < 3 < w.

Demostracion. Siu=2x2;® ...... ® x,, entonces
n
@zt ()] = [ |5 @) < Nl oo 2l
=1

toda vez que [|2] ||z, = g = 1. Luego a (u) < [jzq]| ...... ||z, . En particular
a(0) = 0. Supongamos u # 0, sea dado 0 < € < 1y sean x} € E} funcionales de norma
zi(x D=1 =€) |zl sil < j < n. As

n

(1—¢) H 5l < H|$§(i€j)| <a(u).

Como ¢ puede ser arbitrariamente pequefio entonces « (u) = ||z1]| ...... ||z, - Eviden-
temente « > 0, « es subaditivay a(cu) = |cla(u) sic € Cyu € E; ® ... ® E,,.
Supongamos « (u) = 0y veamos que v = 0. En efecto, podemos representar u como
u=>," 2§ ®..®zk yasumir n > 1. Haremos inducccién en m, de modo que ya
sabemos cierta la afirmacion si m = 1 y podemos suponerla valida si el nimero de su-
mandos es menor que cierto m > 1. También podemos suponer xf #0sil1<j53<ny
1 <k <m.Sean S E;‘ unitarias tales que

1< 75<n—1,
(cf. [8]], Corollary 1.27, p. 12). Por hipétesis tenemos
m n m n—1
0= o )= ST Tsteh - ot [T
k=1 j=1

64



cualquiera sea el funcional unitario z; de E;, de modo que
m n—1
k x( k\ __
>_w] [z =0,
k=1 j=1

1 k m o m—1 k .
Le. {xn}lgkgm es 1.d.. Podemos suponer que =" = > /""" c,x,, para ciertos c1, ..., 1 €

C. Entonces

k k
Q... 0T,

NE

k=1
m—1 m—1
=Y e . ed+ile. @, 0) gt
n 1 n—1 n
k=1 k=1
m—1
= [m’f@...@xf‘;_l—l—ck (xT@...@xnm_l)} ® k.
k=1

Por hipétesis inductiva deducimos que v = 0 y « es una norma. Por otro lado, dados
z; € E;;1 < j < n,resulta w(z; & ...... ® z) < |zl oo ||z,|| - Podemos suponer
cada w; # 0y si0 < ¢; < ||z;] sea z} € Ej tal que | <ly }x; (2;)| > ;. Si fuere

k
Lj

TR ... R, =Y yle... ® y» obtenemos
v=1

2 w1l

Luego [[ ¢ S w(z1 ® ...... ® x,,) y haciendo €; — ||z;||” si 1 < j < n sigue que
j=1

Es inmediato que w es una norma, salvo quizas que ha de ser v = 0 si w(u) = 0.
n S

. . . o 1 n
Pero si (3 es cualquier norma cruzada sobre Q E;ysiu= 21 T; ® ... ® T} entonces
J= J=

Blu) < ZS: ﬁ HxZH Luego ( (u) < w(u). En particular, o (u) < w(u) y a(u) > 0 si
i=1j=1
u # 0. ’ O

Definicion 4.2.11. Dado 2z € @ E;, escribiremos ||z||, = w(z) y diremos que ||z, es
=1

1=

n
la norma proyectiva de 2. La completacion de (Q) E;, ||z|| ) se indicard con @E@
i=1 1<i<n
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Diremos entonces que el espacio de Banach () E; es el producto tensorial proyectivo

1<i<n
de El, >En

Observacion 4.2.12. Si E,,...,E,, F son espacios de Banach sea B"(E4,....,E,, F) el
C—espa-cio vectorial de aplicaciones n—multilineales continuas ¢ : E; x ... x E,, — F.
Se sabe que una aplicaciéon n—multilineal ¢ pertenece a B"(E4, ...,[E,,F) si y solo si el
numero extendido

18]l = sup {[|¢ (z1, ... ) | < N21llg, = .. = [|Zallg, = 1}
es finito. Por otra parte, (B"(E4, ..., E,, ), ||o||) es un espacio de Banach.

Proposicion 4.2.13. Sean E,, ..., E,,, F espacios de Banach y sea ¢ € B"(Ey,...,E,, F).
Existe un tinico operador T, € B( @ E;,F) tal que

1<i<n
Ty (21 ® ... @) = ¢ (T1, ..., Tn)
cuando z; € Bj, 1 < j <ny [Tyl = ||#]].

Demostracién. Sea ¢ : @ E; — F lineal tal que ¢ (71 ® ... @ 2,,) = & (21, ..., 7)) si

1<i<n

S
(21,...,,) € Ey X ... x E,,. En consecuencia, siu = ) 7; ®..®z} en Q [, resulta

7j=1 1<i<n
[6] <3 lo @ eap)ll < ol S TT ll)
=1 j=1 j=1
de donde Hg(u) H < ||¢]| w(u). Como @E, es espacio de Banach y ¢ resulta lineal y
1<i<n
acotada sobre el subespacio denso ) [E; entonces ¢ se extiende a un operador acotado
1<i<n
T¢:@Ei — F tal que |T,|| < ||¢||. Es claro que 7, = 0 si ¢ = 0. Sino, dado
1<i<n
0 < e < |[¢] existe (21,...,7,) € Ey X ... x E, tal que ||z1]|g, = ... = [[2a]lg, =1y

loll = € < 16 (@1, szl | = |6 21 8 @) = 1T (01 @ @ @) | < Tyl

pues w (21 ® ... ® x,) < 1. Como e es arbitrariamente pequeilo sigue que ||Ty|| = ||¢|| .
La unicidad de T}, es inmediata. [

Corolario 4.2.14. Sean A, *B dlgebras de Banach, E un $\—mddulo de Banach a izquierda
y F un B—mdbdulo de Banach a derecha. Entonces ERF es un (41, B) —bimédulo.

66



Demostracion. Fijados a € i, b € ‘B las aplicaciones f,, g, : E X F — E ® F dadas
mediante

fa(xay) = (ax) XY, gb (ZL‘,y) =r® (yb)

son ambas bilineales y acotadas. Por la Prop. 4.2.13| hay unicos operadores F,, G, €
B(EXF) tales que F, (1 ®@y) = (a-2) @y y Gy (x ®y) = = @ (y - b) . Escribiendo

a-(z@y)=F(z@y)y (z@y) - b=G(r®y)
es facil ver que las relaciones
a-(z@y)=(a-2)®y, (tQy) -b=2x® (yb)

definen una estructura de (41, 8) —bimédulo sobre EQF. O
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Amenabilidad

El proposito de este capitulo es caracterizar las denominadas dlgebras amenables. Ha
sido una importante innovacién la consideracién de los grupos de homologia y cohomo-
logia como un aspecto de la estructura general de dlgebras de Banach (cf. [18]], [19]).
Entre los primeros estudios en esta direccion cabe mencionar las investigaciones de B.
Johnson y J. L. Taylor (cf. [21], [36]). La escuela de Mosct, dirigida por A. Ya. Helems-
kii, consideré este topico desde un punto de vista diferente, pero muy enriquecedor para
el estudio de ciertas propiedades de amenabilidad hereditarias (v. [15]). Diremos que un
dlgebra de Banach 4 se dice amenable si H' (4, E*) = {0} para cualquier 4—bimédulo
de Banach E, donde 1( )

1 . ZH (U Er
H(UE") = —1(37@)
es el primer grupo de cohomologia de Hochschild. Estamos indicando:

ZHU,E*) = {6 € B(U,E*) : §(a.b) = a.0(b) + (a).bsia,b € L}
i.e. Z1 (4, E*) consiste de las llamadas derivaciones de $l en E*. Ademds
N E*) = {0 € B(YU,E*) : § = ad,~ para cierto 7* € E*}

donde ad,~(a) = a - x* — z* - a para cada a € i Notar que Z'(4,E*) es un subespa-
cio de Banach de B (4, E*) y que N''(£f,[E*) es un subespacio eventualmente no cerrado
de Z' (U, E*). A los elementos de N (81, E*) les denominaremos derivaciones internas.
Entonces, en el caso de dlgebras amenables la estructura de toda derivacion con valores
en el dual de un espacio de Banach es la méas simple, i.e. la de una derivacién interna. De
esta manera, conceptos como el de amenabilidad dan informacién sobre la estructura de
derivaciones sobre algebras de Banach. Desde luego nos estamos interesando en una clase
particular de operadores y, ciertamente, en general ha de haber derivaciones no internas.
Pareciera ser restrictivo un concepto como el de amenabilidad y, justamente, se podrian
hacer teorias andlogas distinguiendo clases diferentes de la de espacios de Banach dua-
les. En esta direccion hay tres tipos especiales, entre otros, de amenabilidad. Se trata de
las llamadas algebras completamente amenables (o super-amenables), amenables y
débilmente amenables. Precisamente, un dlgebra de Banach il es completamente ame-
nable si H'(,E) = {0} cualquiera sea el 4—bimédulo de Banach E. Por otra parte, £l
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se dice débilmente amenable si H! (L1, 4*) = {0}. Evidentemente toda dlgebra completa-
mente amenable es amenable y toda dlgebra amenable es débilmente amenable.

La teoria de dlgebras completamente amenables es la mds desarrollada hasta la fecha,
mientras que la correspondiente a dlgebras débilmente amenables es la que ha mostrado
mads complejidad. Respecto de estas dltimas se han logrado avances en el caso de algu-
nas algebras especificas. Por ejemplo, la amenabilidad débil de ciertas C*—algebras fue
establecida en 1983 por U. Haagerup (cf. [12]). En 2002 se establecio que el dlgebra de
medidas finitas de Borel M (G) sobre un grupo localmente compacto GG es amenable to-
da vez que es débilmente amenable (cf. [6]). En la actualidad, ademds de investigaciones
ligadas a dar un més acabado conocimiento de estos tipos de amenabilidad, se recurre a
nuevos tipos de amenabilidad. Por ejemplo, (v. [9]), amenabilidad por ideales (un dlgebra
de Banach 4l es idealmente amenable si y s6lo si H' (4, 3*) = {0} cualquiera sea el ideal
cerrado J de (). Cabe mencionar que estd abierta atin la cuestién acerca de la identifi-
cacion de dlgebras amenables y débilmente amenables en el caso de dlgebras de Banach
uniformes sobre un espacio compacto (cf. [[1], p. 66). Asimismo, ain se desconoce la exis-
tencia de algun espacio de Banach infinito dimensional [E tal que la correspondiente dlge-
bra B (E) de operadores acotados sea amenable. Este problema planteado por B. Johnson
en [21]] en 1972, ain no resuelto, muestra con crudeza los limites de una teoria todavia
incipiente de amenabilidad. M4s atn, se sabe que este resultado es negativo para espacios
de Hilbert y quizas sea mas accesible decidir la cuestién para E =[P con p € (1,00) \ {2}
(V.[33]], Open Problems 8 and 9, p. 222-223). Respecto de la amenabilidad de 4lgebras
de operadores sobre espacios de Banach también se estd en una etapa inicial de investi-
gacion. Se ha podido decidir la amenabilidad del dlgebra de operadores compactos sobre
los espacios ¢y y [P si p € (1,00). Si E es un espacio de Banach general, la amenabilidad
de las dlgebras K (E) de operadores compactos sobre E o A (E) de operadores de aproxi-
macion finita sobre [E ha sido establecida bajo condiciones relativamente generales en un
profundo articulo de N. Grgnb®k, B. Johnson y G. A. Willis (cf. [10]). Sin embargo se
desconocen atn condiciones intrinsecas de £ que determinen la amenabilidad de dichas
algebras en términos de su andlisis funcional.

En esta monografia hemos optado por sefalar la caracterizacién de dlgebras ame-
nables lograda por B. Johnson en [21], en el Teorema [4.2.33] mediante el recurso de
diagonales virtuales y diagonales aproximadas (V. definiciones {.2.15| y 4.2.16)). Es-
ta eleccion obedece a varias razones; por un lado el trabajo mencionado de B. Johnson
representa sin duda un hito en el desarrollo de la teoria. En dicha memoria B. Johson
logra una comprension acabada de los denominados grupos amenables. El estudio de
estos grupos tiene interés propio, sobre todo a partir de un celebrado teorema de S. Ba-
nach y A. Tarski, relacionado con un problema sobre teoria de la medida planteado por F.
Hausdorff (cf. [2], [[14]). Resultados sorprendentes y paradojas faciles de deducir a par-
tir del teorema de Banach- Tarski dieron lugar a la clasificacién de grupos generales en
amenables y no amenables. Sin embargo, las razones profundas de pertenencia a una u
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otra clase no se pudieron comprender hasta el advenimiento de la teoria de B. Johnson.
En el caso de un grupo localmente compacto GG J. G. Wendel demostrd, en 1952, que el
dlgebra L' (G) contiene una suerte de codificacion con toda la informacién estructural
de G. Es decir, si G y H son dos grupos localmente compactos, las dlgebras de Banach
L' (G)y L' (H) son isométricamente isomorfas si y s6lo si Gy H son grupos topolégicos
homeomorfos (cf. [37]). En definitiva, B. Johnson advirtié6 como caracterizar grupos ame-
nables haciendo uso de esta suerte de invariantes asociados, en un contexto que admitia
el empleo conjunto de técnicas de andlisis funcional y de algebra homoldgica. Una vez
logrados los resultados de B. Johnson en esta direccion la introduccién de la nocién de
amenabilidad ha resultado muy natural, plantedndose luego la caracterizacion de dlgebras
amenables generales. Nos ha parecido oportuno abordar el teorema original de Johnson
sobre amenabilidad de dlgebras del tipo L' (G) y también considerar la amenabilidad
en general. El empleo del primer grupo de cohomologia es suficiente en principio. No
obstante los grupos de cohomologia de orden superior suelen dar informacién intrinseca
sobre las dlgebras de Banach subyacentes, aunque surgen problemas tanto al momento de
determinarlos como al de interpretar los resultados que dichos grupos sugieren.

Se sabe que, en general, es mds simple establecer algunos resultados en el caso de
algebras con unidad. No obstante, hay una amplia diversidad de dlgebras de Banach no
unitarias cuyo estudio tiene en muchos casos interés propio. Hay diversas maneras de
sumergir un dlgebra de Banach no unitaria dada en un dlgebra de Banach con unidad.
Nosotros vamos a seguir la construccién usual, i.e., si 4 es un dlgebra de Banach no
unitaria indicaremos {* = $ x C. En 4 se define la estructura natural de C—algebra dada
mediante las siguientes operaciones: si A\, u, 7 € Cya,be 2

7(a,\) + (byp) = (T-a+b1-X+p),
(@, N) - (byp) =(a-b+p-a+X-bA-pn).

En particular, {* resulta ser un dlgebra unitaria sobre C, cuya identidad es e = (0, 1).
Definiendo ||(a, \)|| = [la]| + || sia € %A, A € C entonces (£, ||||) es un dlgebra de
Banach unitaria, |l¢|| = 1y 4 < £, de modo que il se sumerge isométricamente en $*
realizdndose como un ideal cerrado. Afortunadamente la amenabilidad goza de ciertas
propiedades hereditarias que son deseables. En general, no es cierto que subdlgebras de
Banach de dlgebras amenables sean amenables. Sin embargo, veremos que el Lemal.2.1§|
y el Corolario nos permitirdn remitir, sin pérdida de generalidad, la caracterizacién
de amenabilidad al caso de dlgebras unitarias.

Definicion 4.2.15. Por diagonal virtual de {1 entendemos a todo elemento M € (ﬂ@ﬂ) "
tal que (M) -a=aya-M = M -asia € 4, donde 7 : UDLL — $l es la aplicacion
tinica lineal tal que 7(a ® b) = a - b cualquiera sean a, b € 4l.

Definicion 4.2.16. Por diagonal aproximada de 4 se entiende todared acotada {mq},. 4
en URYU tal que limaeq(a - M — My - a) = 0y ademds limaea(a - 7 (my)) = a para
cualquier a € $l.
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Observacion 4.2.17. Por el E;. y el Corolario hay definidas sendas estructu-
ras de {I—bimédulo en URSL, en (ﬂ@ﬂ)** y en L**. Ademds, la existencia de una aplica-
cién 7 en las condiciones anteriores estd garantizada por la propiedad universal que define
a todo producto tensorial. Por esta razon, las definiciones anteriores son correctas.

Lema 4.2.18. Sea $l un dlgebra de Banach 'y sea J un ideal cerrado de $\ tal que Ty $1/7
son amenables. Entonces i\ es amenable.

Demostracion. Sea E un Y—bimédulo de Banach y sea D € Z' (4, E*). Entonces la
restriccion de D a J es una derivacion en Z' (J,E*). Como J es amenable existe ¢ € E*
talque Da=a-¢—¢-asia € J. Sea D=D-— ad,. Entonces la restriccion de Da7Jes
cero pues D coincide con ad,s en J. Indicando 7 : { — $[/J a la proyeccién al cociente,

haciendo D () = D (a) si ¢ = = (a), queda inducida una aplicacién D : /3 — E*.
Si ¢ = 7 (a) = 7 () entonces a — @’ € J, de modo que D (a) = D («) y por lo tanto D
estd bien definida. Sea [, la cdpsula cerrada lineal generada por elementos de la forma
a-x-b,cona,be TJyx e E. Seatambién

F={yeE:a-¢p=v-a=0siaeT}.

Entonces F ~ (E/E;)", donde = indica isomorfismos de {{/J—bimédulos de Banach.
En efecto, sea © : F — (E/E)” tal que si ¢ € F resulta © () (p(z)) = ¢ (x) para

cualquier x € E,donde p:E — E/E, es la proyeccion al cociente. Si fuere p(z) = p(x)
i) .

entonces © — 2" € Ey, y podemos escribir z — 2’ = lim,, > a/, - 27 - b con al, b € 7,
j=1

2} € K. Entonces

(z,9) = (@)¢) = (x — ' ¥)
jm) i) ‘
=1im Y (a -2l b ) =1lim Y (xd b] ¢ -al) =0,
por lo tanto © (¢)) estd bien definida, resultando O (¢)) : E/Ey — C lineal y

1© () (p ()] = [ (2)] < [[¢[l ]

si € E. Luego, [0 () (p (2))] < [[¥]| p («)]| para cualquier z, ic. |0 (&)]] < ] y
asi © € B(F, (E/Eg)"). Suponiendo © (1)) = 0 entonces ¢ (z) = 0siz € E, 0 seat) = 0.
Por otra parte dada S € (E/Eg)" es ficil ver que S op € Fy ademés © (S op) = S. Por
el teorema de la funcién abierta concluimos que © es un homeomorfismo de espacios de
Banach. Si escribimos

m(a)-pEa- Y, ¢-7(b) £ Y-, (4.26)
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donde a,b € Ly ¢ € I, es facil verificar que (4.26) define una accién de £/ J—bimédulo
de Banach sobre F. En consecuencia, haciendo para a,b € Uy \ € (E/Eq)™:

m(a) - A-m(0)£0O (m(a)- O (N) -7 (b)), (4.27)

queda definida una accién de 4{/J—bimédulo de Banach sobre (E/Eg)". Es fécil verificar
que (4.27)) estd bien definida y que respecto de la accion resultante © deviene en un
homomorfismo de £{/J—bimddulos de Banach. Notemos que si a € Jy b € 4 tenemos

a-D(x()=a-D®b)=D(a-b)—D(a) b=0,
y andlogamente D (7 (b)) - a = 0, o sea D (£1/J) C F. Observando que 7 es un homo-
morfismo de ${—bimédulos se deduce que © o D € Z' (4/7, (E/Eo)*). Puesto que /7

se asume amenable existe un elemento A € (E/E,)" tal que © o D = ad,. Luego, dado
a € Y obtenemos

©(D(a)—ady(a)) =0 D(a) =0 D (r(a)) =A-m(a) —m(a)- A

y usando (4.26))

D (a) =D (a) —ad, (a)
=07 '(\) m(a) —7(a) 7 (N)
=07"'(\)-a—a-07"(\) =adg-1(y (a),
osea D = adgio-1(n). [

Corolario 4.2.19. Un dlgebra de Banach $\ es amenable si'y sélo si \W* es amenable.

Demostracion. Evidentemente C es un dlgebra amenable. Asumiendo que 4l es amena-
ble, puesto que 4 es ademds un ideal cerrado de 4* y las dlgebras de Banach U4* /4y C
son isométricamente isomorfas, por el lema % resulta amenable. Reciprocamen-
te, sean ¥ amenable, E un -bimédulo y D € Z' (44, E*). Notemos que D se extiende
naturalmente a una derivacién D sobre (%, 1a cual necesariamente es nula en e. En conse-
cuencia 5, y por lo tanto D, son ambas internas. O]

Algebra homolégica y analisis funcional

Grupos de homologia de orden superior

Sean il un dlgebra de Banach, X un {{—mddulo de Banach y consideremos el siguiente
complejo:

DIUBX dy B UBX dyy ...
ey

~2 o~ ~
ty ®URX di URX c@ X dj 0.

\Lw&
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Estamos indicando d; (a®z) =2z -a —a-xy,sin > 1:

dn(a1<§>a2 ...... @an@x\)xn) = 1s® ... Ra,® (zay)
n—1
+ Z (=)' a1 ® ... ® (a;ai41) ®...Ra,Rz
i=1
+ (1" a1 ® ... ®ap_1® (anz).

Tenemos que d,, es continua y d,, o d, 1 = 0 para cualquier n. Indicaremos mediante
H, (U, X) = ker(d,) /Im (d,11), al n—grupo de homologia de £l con coeficientes en
X. Mds atn se trata de un espacio vectorial y es un espacio de Banach si Im (d,, ;1) es
cerrado.

Proposicion 4.2.20. (®,URX)" ~ B" (4, X*), donde ~ indica isomorfismo de espacios
de Banach.

Demostracion. Sea A, : (2, UR%)* — B" (4, X*) tal que
(And) (a1, .oy an) & = (a1 ©...Ba, @),

donde ¢ € (R]URX)*, a1, ...,a, € ty x € X. Es facil ver que A,, estd bien definida, que
es lineal y acotada. Dada ¢ € B" (U, X*), la aplicacién

(a1, ..., ap, ) EJ) Y(ag,..,an)x

es (n + 1)—lineal. Por la Proposicién4.2.13existe una tnica aplicacién ¢ € (®;URX)"
tal que N

P (a1®...®an®x) = (ay,....,an)x
y HTZH — ||¥||. Definiendo T',, (1) = ¢ queda definida T',, : B (U, ¥*) — (& UDX)".
Evidentemente I',, es lineal y

1T @)l = ||
= [1¥
= sup {[¢ (a1, ...,an) 2| : [|a1|| = ... = [lay || = [|z]| = 1}
< sup {[|v (a1, ..., an)| ¢ laaf| = ... = lan|| = 1}
= [lvll,
o sea I',, es acotada. Es fécil verificar que A, o I'), = Idgnx-). Ademds, si ¢ €
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(BURX) yu =Y d'® ... ®a’ @z’ en R UDX tenemos
=1

Lo (And)u =Y A (0} ... Bal, B
=1
=Y (A0) (a}, ..., al)a!
=1

= Z ¢(a’1(§) @a;@ﬂfl) =¢(u),
=1

1.e. Fn o An = Id(@’fu@x)* . ]

Observacion 4.2.21. Por la Prop. 4.2.20} si n € N existe un operador 6" que hace con-
mutativo al siguiente diagrama:

—~n—1 __ N
@) uEx) 4 (@ uixy
i An—l if An
Bt (4 X*) s B (L, %*) .

—~0 _

En particular, indicamos @, U®X = X, B (U, X*) = X* y Ag = Idy- .
Observacion 4.2.22. Si ¥ € B"! (4 X*), ay, ..., a, € U, € X tenemos que
(5"0) (a1, ) (2) = Ay (d5 Ay ©) (ar, - ) (2)

= (dr AL, 0) (a1<§> @an®x)
= (A;ﬁl \IJ) d, (alé?... @an@v)
(A2 0) {ae® ... ®a,® (7 - ar)

+ (1) a1 ® ... ®(a; - a;41)® ... Rap,Qu:
=1

+ (1) 8 ... Ban 1 (an - 7))

=V (as, ...,a,) (x-ay)

+ (—1)i\IJ(a1, ,ai-aiﬂ,...,an) (.T)
i=1

+ (=1)"V(ay,...,an_1) (a, - x)

={a1V¥ (ay, ... ,ay)

+ (_1)iqj<a17 cee sy Qg Qg1 - 7an)

_|._
N .
|
—_

)" (ay, . 1) an} ()
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o bien,
"W (ay, ..., a,) = a1V (ag, ..., ay,) (4.28)
+ Z (=1 W (ay, ., @ Qigq,s ..o )
+(=1D)" ¥ (ay, ... ,an_1) - ap.
En particular, notar que ker (§?) = Z'(8, X*) y 6'(z*) = ad,~ para cada z* € X*.
Observacion 4.2.23. Mas generalmente, obtenemos el siguiente complejo
0 (5_[; Y 5_1> B (40, Y) (5_2> B2 (4,Y) 6_3> (4.29)

de modo que si ¥ € B"! (4 Y) se evalia 6"V mediante . El complejo (4.29)
puede ser definido para todo {{—médulo de Banach Y. Para cada n resulta 6" o § = 0.
Escribiendo Z™ (U,Y) = ker (6"*1) y N™ (4, Y) = Im (6™) queda definido el grupo de
cohomologia de orden n de 4l con coeficientes en Y:

27 (4, Y)
N (8,Y)

Observacion 4.2.24. Sin € Nresultan ker (6") = A,,_; (ker (d})) yIm o™ = A,, (Im (d})).

H™ (U, Y) =

Teoremas de reduccion

La teoria de Hochschild (cf. [18], [19]) es aplicable en el contexto de algebras de
Banach. En la Prop. introduciremos estructuras de ${—bimddulo de Banach sobre
@Tﬂ@% y B™ (4, X) . Luego, en la Prop. [4.2.26| veremos que la evaluacion de los grupos
de homologia y cohomologia de orden superior puede reducirse a la de los grupos de pri-
mer orden. Esto no significa que los grupos de orden superior tengan menor importancia,
ya que aunque en teoria el proceso de reduccion es posible, en la practica la evaluacion
presenta importantes problemas de calculo.

Proposicion 4.2.25. Hay estructuras de \—bimddulos de Banach sobre @Tﬂ@% yB" (4, X) .

Demostracion. Notemos que QX es un {I-bimédulo si escribimos
(a®z)-b=a®(x-b),b- (a®z) = (b-a) Dz — b®(a - x) (4.30)

para cualesquiera a, b € U, x € X. Que (4.30) define la estructura requerida se deduce al
linealizar las aplicaciones C-bilineales (a, z) — a®(z-b)y (a,z) — (b-a) ®x—b@(a-x)

75



de { x X — URX via la universalidad del producto tensorial. En particular, si a, b, ¢ € §l,

r € X entonces

[(a@):p) b o= [a@(w b)]e= a® ((x-b)-¢) = a®(z - (c- b)) = (a@x) (c-
y también
c-[b-(a®z)] =c- ((b-a)®z) —c- (b&(a-z)) R

(c-(b-a)®x—c@((b-a)-z)—(c-b)®(a-z)+cD(b-(a
(c-b) - (a®z).

b),

1))

Puesto que el producto tensorial es asociativo, por induccion se define una estructura de

${—bimddulo sobre @Tﬂ@% haciendo
(a1<§>...<§)an(§>m) b= ay®..8a0, (- b)
siay,...,a, € Usiz € Xysib e i Por otra parte
b (a1®a:®1) = (bar) ® (a2R2) — b® (a1 - (a22))
= (bay) @@@)x —b® (aras) Rz + b@m@ (azw)

En general;

b- (a1®...<§>an®x) = (bay) RasR...Ra,x
n—1
+ (—1)' bR ®...0a;.0;11®...Qa,Dx
i=1
+ (=1 b1 R...® (anz) .

La estructura de t{—mdodulo sobre B” (41, X) se define mediante las férmulas;

(aT) (a1, ...,a,) = aT (aq, ..., a,)

n—1

(Ta) (ay, ...,a,) =T (aay, ...,a,) + Z (=1)' T (aay, ..., a;a:41,.an) +

Proposicion 4.2.26.

. -—P ~
i) Moy (4,) = Ho (4 QIUEX).
i) H"P (LX) =~ H™ (U, BP (LU, X)) .
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Demostracion. (i) Formalmente, sabemos que hay isomorfismos

ing ® U® (® um) ), usx,
Inp (a1(§>...@an®(an+1®...®an+p®x)) = Q... ®an+p®x.

Entonces existen operadores D's tales que el siguiente diagrama es conmutativo

QU (®us%x) Duy @48 (Rux) D Q. us (®usx)
1 1 n+l 1 1 el { 1 1
i Z.n—l—l,p ‘L inp i’ In—1 P
—~n+p+1 —~n+p —~n+p—1 ,\

®1 URX dn+p+1 ®1 ﬂ®% dnj ®1

En consecuencia

ker (dpip)  inyp (ker Dy)
Im (dppt1)  inp (Im Dyyr)

Hn-ﬁ-p (ﬂ, x) - ~ Hny (L[> Hp (Ll, %))

(ii) Las aplicaciones
PP BV (U, X) — B (U, LP (U, X))
(i"P@) (a1, ..., an) (g1, ooy Qngp) = G (A1, .o,y Qpgp)

definen sendos isomorfismos B"*? (4, X) ~ B"™ (4, B? (4, X)). Hay entonces apli-
caciones A’s para las cuales el siguiente diagrama es conmutativo

BTl (X)) &M BMT(WE) gt (g X)
\L Z‘nfl,p i P \L Z’nJrl,p
B H(SLBY (W X)) AT BT (U B (LX) AT B (U, BP (4L, X))
Ahora
k 5n+p+1 n,p k An-ﬁ-l
Hner (L(, %) — er( ) _ (Z ) 1( er( )) ~ an (iL BP (ﬂ) x))

Tm (9+2)  (imr) ™" (Tm (A™))

Sobre el rango de ciertos operadores

De la construccion de los complejos de Hochschild sigue que, para lograr una correcta
adecuacion al marco de dlgebras de Banach, es necesario precisar condiciones necesarias
y suficientes bajo las cuales los rangos de ciertos operadores sean cerrados. Esto es nece-
sario pues procuramos garantizar condiciones bajo las cuales algunos cocientes admitan
estructuras de espacios de Banach.
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Lema 4.2.27. Sean X, Y espacios de Banachy S € B(X,Y). Entonces SX es cerrado si
y solo si S*Y* es cerrado.

Demostracion. Sean S € B(X,Y), Q : X — X/S71(0) la proyeccién al cociente y

J : S (X) — Y lainyeccién natural . Dado v € X/S~! (0) escribiremos Sy (o) = S () si
Q (x) = a. Es fécil ver que queda bien definida una aplicacién Sy € B <X /S71(0),S (X)) .
Asimismo, se obtiene que S = .J o Sy 0 ) y Sy es inyectivo. Luego S* = Q*S;.J* y co-

mo Im(Sy) es densa en S(X) entonces S; es inyectivo. Precisamente, si S§(¥) = 0 para
cierto U € S(X) entonces

0= S3(U)(Q(x)) = (Vo So)(Q(x)) = W(So(Q(x))) = ¥(5(x)),

de donde ¥ = (.Veremos que:

(i) J* es suryectiva,

(i) Im(5) = Im(S),

(i) Q*(Im(Sy)) = Im(S*) y Q* es cerrada,

(iv) Im(Sg) es cerrada siy solo si Im(.S*) es cerrada.

Luego podremos asumir que S es inyectivo y tiene rango denso. En efecto, si .S fuera in-
yectivo con rango denso y ademas asumiéramos que el rango es cerrado, entonces S seria
un isomorfismo. Evidentemente, S* devendra isomorfismo y la condicidn ha de ser ne-
cesaria. Reciprocamente, supongamos que S es inyectiva, tiene rango denso e Im (S*) es
cerrada. Como S tiene rango denso se deduce que S* es inyectiva. Aplicando el Teorema
de la funcidn abierta, hay entonces una aplicacion 7" : S*Y* — Y* tal que T'(S*) = Iy-.
Dada y* € Y*, sea |y*| = [|S*y*|| . Luego

ly* [ = 1TSSy < TSy = 1T 1y"|

Ahora (Y*,|.|) es un espacio normado. Sea By la bola cerrada unitaria de Y centrada en
cero. Si BY es el polar de By y u By es el funcional de Minkowski asociado entonces
pipo = ||| en Y* (cf. [S]l, p. 103,126). Precisamente, si y* € Y* entonces

ppo(y) = mf{t > 0: y/t € By}

Dado ¢t > 0 tal que t~'y* € BY, [t 'y*(y)| < 1 para cualquier y € By, i.e. ||y*|| < t,
ie. [|y*]| < ppo(y®). Siy* # 0ey € By entonces |y*/ [[y*| (y)| < 1, ie. [ly*[| =
fpo(y”). Por lo tanto, concluimos que [|y*|| = ppo(y*).Evidentemente fipo (0) = 0.
Andlogamente, se verifica que |y*| = psp,)0 (¥°) si y* € Y*, donde Bx es la bola
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unitaria cerrada en X'y ji(s(p,))o es el funcional de Minkowski de (S (Bx))". Luego st B <
T - pe(s(By)yo» de donde BY C || T|| (S (Bx))™. Obtenemos entonces

By € By’ € [T (S (Bx))™.

Como S (Bx) es convexo y balanceado entonces (S (Bx))® = S (Bx) (cf. [?], p. 52,
Prop. 3). Asimismo, S (By) =S (Bx) pues S (Bx) es convexo en un espacio vectorial
localmente convexo (cf. [22], Prop. 1.3.3, p. 30). Luego S (Bx) deviene denso en By y
By C BY® C S (r - Bx), donde r = ||T'||. Desde luego podemos asumir que 7" es no nulo.
Luego

2_nBY Q S (2—n T Bx)

sin > 0. Veamos que Y = S (X). Sea yp € Y, yo # 0; definimos yo = vo/(2 ||yol|)-
Asf existe z; € 7 - By tal que ||go — Sz1]| < 271. Por induccién, dado k € N existe
rp € 278 . By tal que ||go — Sy — ... — Sxi]| < 27F. Por construccién, la se-
rie ) xy es absolutamente convergente. Como X es completo estd definido z = ) xy.
Evidentemente, o = Sz, o bien, yo = S (2 ||yo|| z) y se sigue la tesis. Veamos que, efecti-
vamente, la reduccidn al caso en que el operador S se asume inyectivo y con rango denso
es correcta. En efecto, si Im () es cerrada entonces por (ii) Im (5y) es cerrada y, como
Sp es inyectivo, por el teorema de la funcién abierta Sy es un isomorfismo. Puesto que

ST(Y) = Q@ (S5 Y") = Q" (855X ) =@ ((X/57 (0))).

como por (i) J* es suryectiva, S; es un isomorfismo y por (iv) Q* es cerrada entonces
Im (S*) es cerrada. Reciprocamente, si Im (S*) es cerrada por (iv) Im (S;) también lo
es. Luego, como Sy es inyectivo y tiene rango denso podemos asegurar que Im (Sy) es
cerrada y, por (ii) resulta Im () cerrada. Finalmente, (i) es cierto pues dado 6§ € S (X)*
por el Teorema de Hahn-Banach existe 0 € Y* tal que 0 ‘WZ 0,ie. J *0 = 0. El item
(1) es inmediato. Con respecto a (iii), notemos que es valida la siguiente identidad

Im(Q*) = {z* € X*: §7'(0) C ker(z")} . (4.32)

Sea entonces {z*} C Im (Q*) tal que ¥ — z* en X* y veamos que z* € Im (Q*). Sea
x € S71(0) y veamos que z*(z) = 0. En efecto, escribiendo =¥ = Q* ((?) para cada n,
donde (¢ € (X/S71(0))*, obtenemos

o (2) = Q" (G) (2) = ¢, (@ (x)) = 0,

y haciendo n — oo sigue que z*(x) = 0. Por sigue la afirmacién. En consecuencia,
por el teorema de la funcién abierta, Q* es cerrada. Por otra parte, como S* = Q*SJ*
evidentemente Im(S*) C Q*(Im(Sy)). Ademas si 0 € S(X)", por (i) existe y* € Y* tal
que Q*S50 = Q*S§J y* ie. Q*S;0 = S*y*, de donde Q*(Im(S5)) C Im(S™*). Supon-
gamos ahora que Im(S*) es cerrada y sea Sia,, — 3 en (X/S71(0))". Para cada n sea
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a, € Y* tal que J* o, = ay,, i.e. S J*a,, — (. Entonces S*a;,, — Q*5. Como Im(S*) es
cerrada existe & € Y* tal que Q*3 = S*a. Luego siz € X

B(Q(z)) = a(S(z)) = a(JS5Q(x)) = (@] So)(Q(xz))

Entonces 8 = aJSy = Si(aJ). Reciprocamente, sea Im(S) cerrada. Por (iii) Im(S*)
deviene cerrada. O

Corolario 4.2.28. Sean X, Y, Z espacios de Banach, S : X — Y, T : Y — Z, operadores
lineales, acotados 'y sea T'S = 0. Entonces TY es cerrado y ker(T') = Im(S) si y solo si
S*Y* es cerrado y ker(S*) = Im(T™).

Demostracion. Supongamos que 7Y es cerrado y ker(7) = Im(S). Como Im(S) es
cerrado por el Lema[d.2.27] S*Y* es cerrado. Como T'S = 0 entonces Im (77*) C ker (S5*).
Ahora sea y* € ker (S*). Dado y € Y sea 2 (T (y)) = y* (y). Entonces z;; estd bien
definida, pues si Ty = Ty entonces y — ¢ € ker (T') = Im (S). Si € X verifica que
y —y = S (z) entonces y* (y — 3) = y* (S (z)) = 0. Evidentemente 2, € T (Y)" y por
el teorema de Hahn-Banach existe una extension z* € Z* de z;. Asimismo obtenemos

T2 =2" 0T = 2" |imr) oT = 250 T =y,

o sea ker (S*) C Im (7). Por lo tanto, S*Y* es cerrado y ker(S*) = Im(7™). Reciproca-
mente, sea S*Y* cerrado y ker(S*) = Im(7™). Entonces por el Lema[#.2.27] T'Y deviene
cerrado. Como Im (S*) es cerrada por el lema anterior Im (S) es cerrada. Finalmente,
notemos que

ker (S*) = {y* € Y* : y* (Sz) = OVz € X}, (4.33)
Im (T") ={y* € Y : y*(y) = OVy € ker(T)}.

Dado entonces yo € Y — S(X) existe, por el teorema de Hahn- Banach, un funcional

acotado y* sobre Y tal que 3* (o) = 1 e y* |gx)= 0. Por (4.33) deducimos que y* |er(1)=
0, de modo que yy ¢ ker(7"). Como T'S = 0 sigue la tesis. O

Sobre la trivialidad de grupos de cohomologia

Lema 4.2.29. Sean X un {-mddulo de Banach y m € N. Entonces H., (4, X) = {0} si
n > mylm(d,,) es cerrada si'y solo si H" (U, X*) = {0} paran > m.

Demostracion. Supongamos primero que #H, (4, X) = {0} sin > my Im (d,,) es ce-
rrado. Por el lema (4.2.27) sigue que Im (d7,, ) es cerrada y ker (df,,,) = Im(d},).
AsiIm (6™*1) es cerrada y por (4.2.24) se cumple que A, (ker (™)) = A,;' (Im (6™))
o bien,

ker (6™*!) = Im (6™)
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ie. H™ (U, X*) = {0} y Im (6™T!) es cerrada. Si suponemos H,, (4, X) = {0} sin > m
entonces ker (d,,) = Im (d,,;1). En particular, Im (d,,, 1) es cerraday H,,.1 (4, X) = {0}
entonces H™ ! (U, X) = 0 e inductivamente la condicién es necesaria. Reciprocamente,
si H" (U, X*) = {0} para cualquier n > m entonces ker (6"™') = Im (6™). En particular,
como Im (6") = A,, (Im (d})) entonces Im (d}) es cerrada, de donde Im (d,,) es cerrada
sin > m. Ademas

ker (5"1) = A, (ker (diy,)) = A, (Im (d)),

ie. ker (d;,,) = Im(d;,) para cualquier n. Como Im (d};) es cerrada entonces Im d,, es
cerraday H,, (4, X) = 0. Por el lema (4.2.27) se sigue la tesis si n > m. O

Lema 4.2.30. Sea X un U-mddulo de Banach, I=X*. Entonces H" (U, T) = {0} si y solo
si para cualquier T € Z™ (1, 7) existe S € B"~* (U, T**) tal que 6"S = T.

Demostracion. La condicion es evidentemente necesaria. Sean los operadores 7' € Z™ (4, J)
y S € B" ! (U,7*) tales que 6"S = T'. La inyeccion natural 7 : X — X** es un Y-médu-
lo homomorfismo pues si a,b € 'y x € X entonces dado z* € X* resulta

(x*,i (axb)) = (axb,x™) = (x,bx*a) = (bx*a,i(x)) = (x*, ai (x)b)

Veamos que 6" (i*S) = T, de donde se seguira la tesis. En efecto,

n—1
6" (i* S) (ar,...,an) = a1 (i* S) (ag, ..., an) + Y (=1)" (¢ S) (a1, ..., a;a541, ..., ay)
i=1
+ (=1)" (@ S) (a1, ...y an_1) ay
=" {a1 S (ag,...,an) + ...+ (=1)" S (a1, ..., an_1) an}
=*0"S (ay, ..., an,)
= (@*'T) (a1,...,an),

ie. 0" (i*S) =i (6"S) = #*T =T. O

Proposicion 4.2.31. Sea i\ un dlgebra de Banach con aproximaciones acotadas de la
identidad a ambos lados, y sea X un \-médulo de Banach sobre el que la accion de i a
algiin lado es trivial. Entonces H" ({1, X*) = {0} sin € N.

Demostracion. Supongamos que il actia trivialmente a derecha sobre X, i.e. xa = 0, si
r € Xya € U Entonces sip € BY (U, X*) = X*ysia € U, € X resulta

0" (a) x = 1 (xa) — ¢ (ax) = — (¢a) (z),
i.e. 0" (a) = —1 - a. Asimismo, si T € B! (4, X*) ya,b € U,z € X es

6T (a,b) x = T(b) (za) — T (ab) x + T(a) (bx) = [T (ab) + T(a)(b)] =,
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osea §°T (a,b) = —T (ab) +T'(a)(b). Veamos que H' (L, X*) = {0}, o lo que es equiva-
lente, que ker (62) C Im (6'). Dado entonces T' € ker (%) sabemos que T (ab) = T (a) b
para cualquier a, b € L. Sea {e,},. 4 una aproximacion acotada de la unidad a izquierda
en 4. Bastard ver que existe y € X* tal que §'y = T. Como T' € B! (4, X*) entonces
{Tes} ,c4 s conjunto acotado en X*. Por el teorema de Banach-Alaoglu {Te,} ., es
o (X*,X) —relativamente compacto, de modo que considerando eventualmente una su-
bred existe y € X* tal que y = w* — limyeq Te, (cf. [24]], Cap. 5, Teorema 2, p. 159).
Dados x € X, a € 4 obtenemos:

(Ta)w = (@, Ta) = (2, T (1im (eaa) ) )
— (2, 1m T (caa) ) = lim (2, T (caa))
= lim (&, T'(¢q) a) = lim {az, T (e))

= (az,y) = (z,ya)
= (2,8" (=y) (a)) =¢" (~y) (@) x
oseaT = ' (—y). Supongamos n > 1. Por las Prop. 4.2.20|y 4.2.26|tenemos
(BURX)" ~ B™ (84, X%) y H"MP (0, X) = H" (8, B (U, X))

Luego tenemos que
P (4, X) ~ H" (il, (@ﬁ’u@ae)*) ,
o bien ) .
HO (81, %) ~ HE (u, (@;“ u@x) ) .
Por (2?) la accién de $l a derecha sobre &;U®X es trivial para cada p € Ny la conclusién

sigue como consecuencia del caso anterior. 0

Observacion 4.2.32. Sean X un {-mdédulo de Banach, 4l un algebra de Banach unitaria

que actda trivialmente a derecha sobre X. Entonces H" (4,X) = {0} para cualquier
n € N. Precisamente, por Ob. tenemos que

0 1 1 2 2 3
0 8 x & B(WX) & BUX) & ...

§"T15" = 0 cualquiera sean y H" (4, X) = ker (6"™!) /Im (6") . En particular, si z € X
y a € Y tenemos que §' (z) a = ax — ra. Ademads, si a1, as € U, ¥ € B(U, X)
0 (ar, az) = a1y (az) — ¥ (aras) + ¢ (1) as-

Entonces sabemos que H° (4, X) = ker (§'). Sean ¢ € ker (§?) y e la correspondiente
unidad de & . Como ¢ es una derivacion, ¢ () = (e-e) =e- (e) + 1 (e)-e =1 (e).
En general, si a,b € 4

¢ (ab) =a ¢ (b)+¢(a)-b=a- ¢ (b)
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Luego ¢ (a) = a -1 (e) si a € 4. Pero entonces si a € il tenemos que

V(a)=a-¢(e)—1(e)-a,

o bien ¥ (a) = 6' (¢ (e)) a,ie. ¥ = &' (¥ (e)). Asi H' (84, X) = {0}. Ahorasin > 1y
notando que {[ actia trivialmente a la derecha sobre 5"~ (4, X), por la Prop. 4.2.26] (ii),
concluimos que H" (U, X) = {0}.

Caracterizacion de algebras amenables
Teorema 4.2.33. (B. Johnson). Sea i\ un dlgebra de Banach. Son equivalentes:

(i) U es amenable.
(ii) Y posee una diagonal virtual.

(iii) & posee una diagonal aproximada.

Demostracion. ((i) < (ii)) Supongamos primero que Ll es amenable y veamos que tiene
entonces una diagonal virtual. Ya sabemos que podemos asumir, sin perder genera-
lidad, que I es unitaria. Si v = ey ® ey en UL obtenemos

’/T**(a : (eu ® eu) — («Su ® eu) 'CL)
=7 ((a-ey) ®ey— ey ® (ey-a))

=1 (a® ey — ey ® a)

™ (a-v—v-a)=

en 4. Sis = a® ey — eg ® aen (UDL)™ y 2* € U* obtenemos

T (s) (27) = (so7")(27)
= s(z* o)
— (@ om)(s)
=z (rla® ey — ey ®a))
= 2" (a.ey — eg.a)
—2(0)
=0.

Asiad, : 4 — ker(7**) pues ad,(a) = a.v—v.a € ker(7**),1i.e. ad, € Z (U, ker(7**)).
Consideremos ahora, el espacio de Banach X = (U®4()* / 7* (L*) y la proyeccién
canénican : (URU)" — X. Veamos que X* ~ ker(7**), donde ~ indica un isomor-
fismo de $1—bimddulos de Banach. Esto nos permitird luego usar la amenabilidad de
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$L. Paraello, si 6 € ker(7**) y s € (URU) ", sea U(0)(n(s)) = 0(s). Sin(s) = n(s)
existe una sucesién {a;,}, . en 4" tal que s — s'= lim,, 7*(a;,). Luego,

0(s) —0(s) =0(s — &) = lim O(7*(a))) = lim 7(0)(a,,) =0

n
n—oo n—oo

pues 6 € ker(7**). Por lo tanto, 0(s) = 6(s) y asi ¥(6) estd bien definida. Ademas
U () : X — C, es C—lineal y

(W (0) (n(s))| =10 (s)] < 1] ]|l

ie. W (0) (&) < 0] |€] cualquiera sea & € X. Asi, ¥ (0) € X*y || (0)| < [|6]-
Luego ¥ € B (ker (7**),X*) .Por otra parte, si aj,a; € 2y 6 € ker(7*), como
ker (7**) es un Y—bimédulo y n es un homomorfismo de {(—bimdédulos, podemos
escribir

U(ar -0+ az)(n(s)) = (ar-0-as)(s)

= (s,ay-0-ay)

= (ay-s-ay,0)

U (0) (n(az - s-a1))
W (6

) (ag - n(s) - ar) = (ar - U (0) - ag)(n(s))-

Abhora, si W(0) = 0 entonces 6(s) = 0 cualquiera sea s € (ﬂ@ﬂ)* ,oseafl = 0.
Ademds, si A € X* entonces n*()\) € (URL)™ y

(@, 7™ (n"(N)) = (7" (@”) ,n*(N)) = (n(x" (a")), A) = 0

para cualquier s, con lo cual W(n*(\)) = A. Por el Teorema de la Funcién Abierta
deducimos que ¥ es un homeomorfismo de {-bimddulos de Banach. Ahora si [E,
IF son U-bimédulos de Banach isomorfos entonces H! (U, E) ~ H!' (U, F) (V. Prop.
[4.2.34). En consecuencia, H!(U, ker(7**)) ~ H!'(U,X) y como £l es amenable,
resulta H' (U, ker(7**)) = {0}, i.e. ad, es una derivacion interna. Existe entonces
un elemento w € ker(7**) tal que ad, = ad,,. Luegoa- (v —w)— (v —w)-a=0
para cualquier a € 4. Si M = v — w en (U®LL)*™ entonces

(M) =71 (v—w) =7 (v) = ey

yademasa- M = M -asia € il
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Reciprocamente, supongamos que M es diagonal virtual de Ll. Sea E un {—bimédulo
de Banach y veamos que H' (4, E*) = {0}. Para ello, sea dada D € Z' (U, E*) y
veamos que D es derivacion interna. Si z € E, por la C-bilinealidad de la aplicacion
(a,b) — (x,aDb) sobre  x Ll y por la propiedad universal que caracteriza al
producto tensorial sea A, € (URL)* tdnica tal que (a ® b, A,) = (z,aDb) para

todo a,b € 4. Siu = 3 a; ® b; en UL tenemos
j=1

[(u, Aa)] <D [, a;D0;)] < | Y [la; Dby
j=1 j=1

<l Y llagl Dol < D 2l llagl Hl
j=1 j=1

de donde [(u, Ag)| < [|ull, [|D][lz]l, ie. Ax € E*y [[Ay]] < [|D]|[J]| para cada
x € E. Queda inducida entonces una aplicacién lineal A : E — C tal que (x, \) =
(Ap, M) six € E. Mas adn, [(A,, M)| < [|A;|| |M[] < [[D]f ||| [|M]] 'y por
consiguiente A € E*y ||A|| < ||D|| || M]|. Sean ahora a, b, ¢ € i, x € E. Entonces

(b® ¢, Noy—za) = (ax — za,bDc) = (x,bD(c)a — abD(c)) , (4.34)
(b®c,al, — Nya) = (b® (ca) — (ab) ®@ ¢, A,) (4.35)

= (x,bD (ca) — abD (c))
= (x,bD(c)a + beD(a) — abD(c))

De (#.34) y (4.35)) resulta
(b® ¢, Aaw—za) + {x,0¢D (a)) = (b® ¢, al, — Aza) . (4.36)
Por li dado si v € URYU podemos escribir
(0, Aas—za) = (0,0, — Aya) — (2,7 (v) D (). (4.37)

Sea {1}, una red acotada en UR tal que M = w*-limyey, vy (cf. [5], Prop. 4.1,
p. 131). Dado £ > 0 el conjunto

W = {N € (UBY)™ : max {|[(Aug—sa, N — M|, [{ah, — Aya, N — M)|} < 5/2}

es un w*— entorno de M en (L@L{) ™. Luego existe Iy € L tal que v, € 20 si
[ > ly en L. Notemos que ey = w-limer >, 7 (1) en L**. Precisamente, puesto
que ™ | gy= T, si a* € U* podemos escribir

(@, 77 (n)) = {a*, 7 (n)) = (7" (a”) ,0n) .
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Luego
m (a®, 7 (0)) = (a”, eq) = (7" (a”), M) = (a*, 7 (M)

leL:l>lg
y sigue la afirmacién. En consecuencia, ey € Co{m (v;)};>, . Pero entonces hay
una sucesion {bn}n21 en Co{m (v;) }1>1, tal que ||b, — eyl — 0 (cf. [22], Th.1.3.4,
p. 30). Podemos escribir b, = 7 (v™), con

k(n) k()
VP=D tupenUBU0<H <1, Y tr=1n>1
k=1 k=1

Puesto que U,,>; {Ulz} ) C 2 y ademas por (4.37) paracadan € Nes

1<k<k(n

(", Ngz—za) = (V" al\y — Apa) — (x,b,D (a))

podemos hacer
(Nag—za — (@A — Apa) ,0"™) = — (x,b,D (a))
(Maz—za — (ahy — Aga) , 0" — M) + (Agz—za — (aAy — Aga) , M) = — (2,0, D (a))
Haciendo n — oo tenemos que [(Ayy 2o — (@A, — Aga) ,v™ — M)| < €. Entonces,
|(Agz—za — (aNy — Aya) , M) + (x, D (a))]| < e
Como ¢ puede ser arbitrariamente pequefio deducimos que
(Maz—za, M) = (e — Aya, M) — (z, D (a))
= (A, Ma —aM) — (x,D (a))
= —(z,D(a)).
En definitiva,
(x, a — aX) = (ax — za, \) = (Nyy—za, M) = — (x, D (a)),

i.e. D(a) = a\ — Aa 'y D se realiza como derivacion interna. Siendo D arbitraria,
il deviene amenable.

((ii) = (ii7)) Sea M € (UBU)" talque a- 7 (M) =aya-M = M -asia € sl Sea
{ma},e4 unared acotada en URL tal que M = w* — limae 4 M. Puesto que

Co{ma} v~ Co {mq}

a€A acA

entonces existe una red {ng},.p C© Co{ma}t,c, tal que limgepng = M en

(ﬂ@ﬂ) " (cf. [5], Corollary 1.5, p.126). Notemos que {ns}sep es acotado y si
B € Byac€iles

la-ng —ng-al| = |la(ng = M) = (ng — M)a| <2|lal| |lng — M][,

de modo que a - ng — ng - a — 0. Asimismo, a - 7* (ng) — a - 7 (M) = a.
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((#4i) = (ii)) Sea {mq},c, una diagonal aproximada de {l y veamos que 4l tiene una
diagonal virtual. Como {m} . , es acotado en (ﬂ@ﬂ) ", pasando eventualmente a
una subred podemos asumir que existe M € (ﬂ@ﬂ) " tal que M = w*—limye 4 my,
(cf. [24]], Cap. 5, Teorema 2, p. 159). Sean a € 4, ¢ € (ﬂ@ﬂ)*. Entonces

(¢,a~M—M-a>:<q§-a—a'gb,M>
=lim{p-a—a-p,my) =lim{(p,a-my —my-a) =0
ie.a-M =M -a. Ademas, si 2™ € U* resulta

= (a-a*, 7" (M))

ie. 7™ (M) - a = a para cualquier a € il

Proposicion 4.2.34. Si E, I son -bimddulos de Banach isomorfos entonces
(W E) ~ H (8L, F).
Demostracion. SeaT° : E — [F isomorfismo de {{—bimédulos, y sean
E 82 LYY E) 6 L2(UE
g ( ) ) E ( ) )
L 7° LT } 17
F o LYUTF) oF L2(UTF
B CE) 8 L)
Asi tenemos que Z' (4, E) = ker (03) y también que Z' (4, F) = ker (6}). Ademds
T'(a)(a) = T°(a(a)), cona € A,a € L' E). Veamos que T' (Z! (M E)) =
ZY(U,TF). En efecto, si € Z' (U, E) y a, b € 4 entonces
(T'a)(a-b) = T(afa - b)) = T(a(a) - b+ a- (b))
=T (a(a))b+ aT’(a(b)) = T (a)(a) b+ aT* () (D)
entonces 7' () € Z! (U, TF). Por otro lado, si § € Z' (U, F) resulta (7°)71§ € Z! (U, E)
pues
(T°)"6(a - b) = (T%) " (a - 3(b) +d(a) - b)
=a- (T°)7'6(b) + (T°)'5(a) - b.
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Ademds, T*((T°)~16) = T°((T°)~16) = §. Asimismo, se verifican las identidades
NS E) = dg(E) y N (¢ F) = 05 (F).
En consecuencia TH (N (L E)) = N1 (U, ). Precisamente si x € E 'y a € 4 entonces

T (d5(w))(a) = T°(dg(x)a)
=Ta-z—2-a)

=a-T%z) —T°x)-a = 0p(T%(x))a,

ie. TH(62(z)) = 6%(T°(x)) para cualquier z € E. Ademds, como T es suryectiva, si
y € Fey=Tx) entonces 62(y) = T (6g(T°)*(y)). En definitiva,
Hl(u F) — Zl(ﬂa F) — Tl(Zl(LL E))
7 N'ELF)  THN'(SLE))
Seap: ZY U, F) — H' (U, F) la proyeccion al cociente y sea 7 : Z' (U E) — H(L,F)
la aplicacién 7 = p o T''. 7 es una aplicacion lineal suryectiva. Sea | € Z' (4 E) tal que
7(l) = 0. Luego T*(I) € T* (N (U, E)) y como T" es inyectiva, [ € N*(4,E). Luego
HUSLE) ~ HI(L, ). O

A continuacion veremos que toda dlgebra amenable i tiene aproximacion acotada
de la identidad, i.e. posee unared {¢;},_; acotada tal que lim;e; a-e; =limje e;-a = a
en 4 para cada a € Ll

Corolario 4.2.35. Sea M dlgebra de Banach amenable. Entonces A tiene una aproxima-
cion acotada de la identidad.

Demostracion. Sea A un {—bimédulo de Banach cuyo espacio subyacente es 4, de modo
quea-r=a-gyryzr-a=0siaec i xveA SeaD : i —A* lainmersion natural y
sean a,b € L, x* € A*. Entonces

(z*,D(a)-b+a-D (b)) =(b-z",D(a)) + (z" - a,D (b))
= (b,x" - a)
=(a-b,z") = (z*,D(a-b)),
ie. D e Z' (U A*). Sea E€ A* tal que D = adp. Luego
a=D(a)=adg(a)=a-E-E-a=a-F

para cualquier a € . Sea {e,},., C 4 acotado tal que I = w* —lim,¢, e,. En particular,
E € Co{es},e, y hay una sucesién {o,} C Co{e,},, tal que ||E — o,|| — 0en A*.
Dado a € { resulta

se€o
la-E—a-ou] <lla] |[E — o]
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ie.|la—a-o,|| — 0, de modo que a - 0, — ay {0,} es aproximacién acotada de la
identidad en 4 a la derecha. Andlogamente, hay una aproximacion acotada de la unidad
{u,} de Y alaizquierda. Sea 7, ,,, = Uy, + 0, — O u,. Dados a € 4, n,m € N resulta

HTn,m ca—all =lla—uy-a—0pa+ oy uy-all < la—uy - al|+H o |, - a — al

de modo que lim,, ;00 || Tnm - @ — a|| = 0. Andlogamente, lim,, ,,, o || - 7 — @] =

0. ]

Caracterizacion de grupos amenables

Ya hemos senalado que la nocién de grupo amenable quedo fuertemente motivada por
trabajos iniciales de S. Banach y A. Tarski en base a un problema de Hausdorff (cf. [14]).
En particular, a partir del articulo [35] de A. Tarski se deduce lo siguiente: si G' es un
grupo dado, existird una medida no negativa ;o globalmente definida en partes de G tal
que p(a-E)=p(E)sia € Gy E C G siy solo si G posee un promedio invariante
por traslaciones. En general, las medidas sobre G estan definidas en o —algebras estric-
tamente menores que la de todas las partes de G. P. ¢j., si G = (R, +) se sabe que para
la medida de Lebesgue hay cantidad de subconjuntos no medibles de R, siendo la misma
invariante por traslaciones. Veremos que sobre el espacio (> (G) de aplicaciones acotadas
de G en C podemos definir un producto, al que indicaremos *, de modo que (I*° (G) , *)
es un dlgebra de Banach. Entonces, por promedio invariante sobre G entenderemos un
funcional m € [* (G)" tal que

(1,m) = [jm[| =1 (4.38)

(0a % 9, m) = (p,m) (4.39)

sia € Gy ¢ €1 (G).

La existencia de un promedio invariante sobre un grupo G depende intrinsecamente
de la estructura tedrica de GG. Diremos que un grupo es amenable cuando posea un tal
promedio, siendo no amenable en caso contrario. P. ej., los grupos [y de dos generado-
res, los grupos ortogonal O(3), especial ortogonal SO(3) o GI(3) de matrices inversibles
sobre R3*3 o0 C3*3 no son amenables. La teoria de amenabilidad concebida por B. John-
son precisa condiciones de amenabilidad sobre una amplia categoria de grupos: la de los
grupos localmente compactos. Se establece que para que un grupo localmente compacto
(G sea amenable es necesario y suficiente que la correspondiente dlgebra de Banach Ll =
L} ;(G) lo sea. En particular, la local compacidad de G, que asumimos siempre separa-
do, permite la construccién de la medida de Haar mg sobre G (cf. [[13]], [16]]). La misma
es no nula, no negativa, boreliana, regular sobre (G, Unica salvo constantes positivas de
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modo que mg(a - E) = mg(FE) para cada subconjunto de Borel de G, o bien tnica tal
que mg es invariante a izquierda. En consecuencia, en el contexto de grupos localmente
compactos es posible generalizar la nocién de promedio invariante, entendiendo por tal
un funcional m € (L,OnO - (G))* de modo que se verifican y . Respecto a la
condicién (4.39), mediante ¢, indicamos a la medida de Borel sobre GG concentrada en
a € G. Luego, si ¢ € L;’,‘; (G) indicamos, formalmente, d, * ¢ a la funcién sobre G:

(60 % @) ( /gbbcch)

Razonando como en la Obs. puede verse que 0, * ¢ € Liy  (G).

Ast, si G es un grupo amenable se ha de probar que toda derivacion con coeficientes en
un LU-bimddulo E es interna. La prueba de que esta condicion es necesaria se basard en los
siguientes pilares: (I)) Basta hacer una reduccidn, sin pérdida de generalidad, a cierta clase
restringida de L,, .(G)-bimédulos. (I) Si M (G) es el dlgebra de Banach de medidas de
Borel complejas acotadas sobre G entonces L, (G) f—> /\/l (G) y toda derivacion sobre
L},.(G) es extendible a una derivacién sobre /\/t I) Generar las condiciones para
aplicar el teorema de punto fijo de M. M. Day (cf [ ]) Que la condicién es suficiente
sigue de una manera un tanto mas directa, una vez que se comprende la estructura de
funcionales lineales acotados sobre L*°(G) en ().

El proceso de reduccion

Formalmente, si f,g € L}, . (G) sea (f * = [ f( ~ta) dmg(b). La fun-
cion a — (f * g) (a) deviene medible sobre G’ y es absolutamente integrable respecto
a la medida de Haar, resultando (L}, . (G),|lo||) un dlgebra de Banach y L} . (G)" ~
Ly (G). Por la local compacidad de G el dlgebra L], (G) posee aproximaciones aco-
tadas de la identidad (cf. [27], p. 321). Por ello, usando la Prop. y el Lema
podremos reducir la cuestion general a la de ${—bimoédulos neo-unitarios, i.e. aquellos
bimddulos $1—bimddulos de Banach [E en los que todo elemento es representable en la for-
ma axb para ciertos a, b € U, x € [E, con lo cual tendremos (i). Cabe sefalar el siguiente
teorema de factorizacion de P. J. Cohen:

Teorema 4.2.36. (cf. [4]) Sea | un dlgebra de Banach con una aproximacion acotada
de la identidad a izquierda {e} (resp. a la derecha) y sea E un $\—mddulo de Banach
a izquierda (resp. a derecha) tal que {es} es aproximacion de la identidad para E (i.e.
es T — xyx-e; — x paratodo x € [E respectivamente). Entonces para cada elemento
re€EexistenaceyecEtalquex =a-y (resp.x =1y - a).

En particular, no es inmediato ni trivial que sean compatibles las estructuras algebrai-
cas de médulos y de médulos neo-unitarios. Es oportuna entonces la siguiente consecuen-
cia del teorema de Cohen:
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Corolario 4.2.37. Sea 3\ un dlgebra de Banach, E un {\—modulo a la izquierda de Banach
y sea {es} ., una aproximacion acotada de la unidad de 3. Entonces el subconjunto [,
de elementos de la forma a - v con a € 'y x € E en un U-submodulo cerrado de E.

Demostracion. Sea F el conjunto de elementos x € E del tipoz = > | a; - x;,conn €
N, ai,...,a, € Uy xq,...,z, € E. Entonces [F es un {{—submddulo de E a la izquierda.
Msés ain, F es un {-submédulo de Banach a la izquierda de E y {e,},., aproxima la
unidad de FF. Por el teorema de Cohen, siy € Fseana € 4,z € Ftalesquey = a.x € F,
ie. FCF y [ es cerrado. En particular, hemos visto que F C [E; y como E; C [ sigue la
afirmacion. [

Observacion 4.2.38. La Prop. siguiente es valida en un contexto mas general que
el que nos interesa (cf. [3]). Como se observara, usando la terminologia algebraica, a partir
de una sucesion exacta corta de complejos es posible definir homomorfismos de conexion
y una sucesion exacta larga de complejos. Afortunadamente, es posible adaptar estas cons-
trucciones a nuestro marco de trabajo, por lo cual, salvo alguna breve observacion al inicio
de la prueba y detalles de nomenclatura, la demostracién es en todo algebraica.

Proposicion 4.2.39. Sean 1 un dlgebra de Banach, X un $\—mddulo de Banach, J un
—submodulo de Banach X complementable en cuanto subespacio de Banach en X, i.e.
existe R un subespacio de Banach de X tal que X = J & R. Entonces hay morfismos para
las cuales la sucesion

O OH(T) g H (U X)

# H" (ua %/j) an_—H> Hn+1 (ua j) L7*1+1

0,
_> H

€s exacta.

Demostracion. Sean ¢ : J — X la inmersion natural de Jen Xy ¢ : X — X/J la proyec-
cion al cociente. Evidentemente se trata, en ambos casos, de homomorfismos acotados de
$l-médulos. Puesto que J es complementable sean K un subespacio de Banach de X tal
que X =T Ry Ps : X — X laproyeccién natural. Si z € X sea |z| = ||| + |22,
siendo x = x1 + x9, 71 € J, 5 € K. Entonces (X, |.|) es un espacio de Banach y, por el
teorema de la funcién abierta, las normas |o|, ||o|| son equivalentes. Hay entonces esca-
lares m;, my ambos positivos tales que my ||z|| < |z| < mg ||z|| para cualquier z € X.
Evidentemente ||z| < |z| para cada x, de modo que puede elegirse 0 < m; < 1. En gene-
ral, | Pg (2)] < |z| < ma||z|| de modo que Pg € B (X). Escribiremos p : X/J — X de
modo que p (o) = Py (z) si a = g(x) en X/7J. Es facil ver entonces que p es un inverso
acotado a derecha de ¢, i.e. gop = Idx 5 . En particular, p no es necesariamente morfismo
de I-modulos. Si n es un entero no menor que dos quedan naturalmente inducidos sendos
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morfismos de {[-mddulos ¢,,’s, ¢,,'s para los que los siguientes diagramas conmutan:

0 = B'(WI) o BLX) g BT - 0
o3 15 163
n—1 ~ n—1 n—1 ~
T(Sj Té% T(Sf/ﬁ

0 Bn—2 ~ e Bn—2 ’ e Bn—2 , ~ 0
— () tg (43) g0y (W, X/3) —

Si¢ e Z U, X/T) sea; € B (U, X) tal que ¢,—1 ((1) = C. Asi 0% (¢1) € ker (q,) y
existe (o € B™ (4L, J) tnico tal que ¢, (¢2) = 6% (¢1). Como

b (0371 (G2)) = 05T (1 (G2)) = 05T (0% (1)) =0
entonces (; € Z"(4l, J) pues ¢4, es inyectivay 5 o 6% = 0. Sea
O, : Z" N (U, X/T) = H" (4,T), 0, () = G+ N (1,7).

Andlogamente, si ( = g,_1 (91) con ¥; € B4 X) existird ¥, € B"(44,T) tal que
tn (¥2) = 0% (¥1). Como ¢, (1 — Y1) = 0sean € B (4, 7T) tal que ¢, 1 (n) =
Cl — 791. Asi

tn (2 = U2) = 0% (G = U1) = 0% (tn—1 (1)) = ta (65 (m)),

ie. (o — ¥y = 05 (n) y O, estd bien definida. Por otra parte, sea v € N™ ! (U, X/7),
digamos v = 5;/_31 (1) convy € B2(4U, X /7). Sea vy, € B 2(4U, X) tal que q,,_o (12) =
vy y sea & = 64 ' (vp). Tenemos g, 1 (§) = vy, si & € B*(U,J) es dnico tal que
tn (€1) = 0% (€) entonces &, = 0 pues 6% o0 64 = 0 e ¢, es inyectiva. Luego ©,, (v) = 0
en H™ (4, T) y queda inducido un homomorfismo

O H (U, X/T) = H(W,T), 0" (CHNTHULX/T)) = 0 0% L CHNT (8L T)

Los siguientes morfismos son naturales:

*

T (8,3) — H (LX), (s N (UL T)) =

a () +F N (U, X),
gn H" (U, X) = H" (U, X/T), q; (0 + N (4, X))

(<)
= qn (p) + N (U,X/7).

Notemos que Im (¢) C ker (¢) pues ¢, o t,, = 0, de modo que
G (tn, (S N (U.9))) = ¢, (a (<) + N (U, X)) = N™ (4, X/T) .

Si g+ N™(U,X) € ker (g;) existe o1 € B 1(U, X/J) tal que g, (p) = 0% /5 (¢1) - Sea
¢ € B (YU, X) tal que 1 = ¢,_1 (5) . Luego

Gn (0% (5)) = 0%/3 (4n-1 () = @ () ,
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de donde existe ¢; € B" (4, J) tal que » — 0% (s) = ¢, (61) . Como 1,11 es inyectiva y

S (e (1)) = tmr (857 (1)) = 0

entonces ¢; € Z"(4,J). Ademds (¢ + N (U,T)) = ¢ + N" (U, X), ie. Im (1) =
ker (¢*). Si x € Z" (4, X) entonces

0" (gn1 () + N1, X/T)) = 0,1 (0R(X)) + N7 (4,7) = 0,

de donde Im (g;,_;) C ker (9"). Sea ¢ + N™ 7! (41, X/J) € ker (0"), de modo que existe
A€ B (4, 7) tal que ¢ 16%qg, " ¢ = 8% (N) . Como

0% (4:21(0)) = ta (65 (V) = 0% (141 (V)
entonces ¢, () — tn1 (\) € 27 (U, X) y
Gt (6221(C) = tamt (V) +N'THUL X)) = ¢+ N (8L, X/T)

ie. Im(g;_,) = ker (9"). Es inmediato que Im (0") C ker (:}). Si¢ + N™(U,J) €
ker (¢) sea p € B"~! (U, X) tal que ¢,, (¢) = 0% (i) . Haciendo pg = ¢,—1 (1) , como

0%/5 (10) = qn (0% (1)) = @ (1n (5)) = 0
es g € ZP (8L X/T) y
0" (o + N1 (84, 2/7)) = 0," (5% (1) + N™ (4,7) = s + N (41,),
y Im (") = ker (13 o

Lema 4.2.40. Sea i un dlgebra de Banach con una aproximacion acotada de la uni-
dad {es},. . Sea E un —bimédulo de Banach y sea By = {a.x.b:a, b€ i, v € E}.
Entonces;

(i) E; es un {—submoddulo cerrado neo-unitario de [E.

(ii) Ef es complementable en [E*, donde ]Ef indica el conjunto anulador de E;.
(iii) H"™ (LU, E*) =~ H™ (U, E}) para cualquier n > 1.

Demostracion. (i) Se sigue razonando como en el corolario (4.2.37).

(ii) Notamos que B (E*) ~ (]E@]E*)*, yaque si 7' € B (E*) la aplicacién

gr :ExXE" = C, gr (z,z") =T (") (x),
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es C—lineal y acotada. Luego existe una tnica aplicacién T e (E@E*) " tal que

T(x@ar") =T (") (x) = gr (z,27)

siz € E, x* € E*. Laaplicacion A que transforma a 7" en T define el isomorfismo
requerido de espacios de Banach, i.e. A : B (E*) — (E@E*)* Asi

IATI = ||T || = llgr
yentonces

lgrll = . gz (2, &%) = sup [T (27) = < ([T} [l2"[| ||| < T
Por lo tanto ||AT|| < ||T||, de donde |A|| < 1. Si s € o quedan definidos L,
R, € B (E*) mediante las formulas L (%) = e - 2* y R, (z*) = x* - e5. Notar que
max {|| Ls|| , || Rs||} < |les|| para cualquier s € 0. Como A es acotado {LS} y

seo

{RS} devienen acotadas en (E®E*)*. Pasando eventualmente a una subred o7
seco

exiten L = w* —limye,, Ly y R = w* — limye,, Rs. Asi, six € E, x* € E* tenemos
que

<x ® ¥, Z> = lim <x ® x*,zs> = lim (z, e, - %),

seol seol

<x ® x*, }N~2> = lim <x ® x*, ]§5> =lim (z,z" - ey) .

seol seaol

En particular, existen tnicos L, R € BB (E*) tales que A (L) = Ly A (R) = R,

(x,L-a*) = h’em (x,es-x")y y (z,Ra™) = h’em (x,z" - es) .
sco/ seaol

Si E; = {a.x:a €l xe€E}, sabemos que E; es un Y—submddulo cerrado a
izquierda de E. Como

(a-z,R-2") =lim(a-x,2% es) = lim(es-a-z,2%) = (a-z,z")
seo/ seol

entonces (a - x, (Idg- — R) z*) = 0, i.e. Im (Idg- — R) C Ey. Si 2* € E; obte-
nemos
(x,R-a*) = h’em (es-x,x") =0,
scol

y deducimos que R (E3') = {0}. Si 2* € E3, como

v* = (Idg — R) (") + R (2*) = (Idg- — R) (2"),
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Id g« — R es idéntica sobre Ey y E5 C Im (Idg- — R). Asi Im (Idg- — R) = E5
es cerrado. Mas ain, R? = R porque

(z, R® 2*) = lim (e, - z, R z*)
seal
= limlim (e; e, - x, z*)
s€ol teal

=l (er- )

= (z,Rx").

Entonces E* = Im (Id g« — R)®Im (R), y R proyecta E* sobre un complemento de
IE?ZL en [E*. Para L se obtienen conclusiones andlogas. SilE; = {x.b: x € Eo, b € U},
como en el corolario [, deviene un {—submddulo cerrado de E,, y por lo
tanto de [E. Como ademas
(a.x.b,RLz") =1im (esaxb, L x*)
seo/

= limlim (e5 a = b ey, ™)
s€al teal

= lim (e; a x b, z*)
seal

= (axb,z")

y (r, R L x*) = limyc,, limse,, (e 7 €5, 2*) = 0 si 2* € E; entonces Idg- — R L
es un proyector de E* en E{ y deducimos que E* = E{ & (Idg- — R L).

(iii) Evidentemente (- (E/E,) = {0}. Reemplazando en la Prop. 4.2.39| X por E* ¢ J
por E-, como E*/Ey ~ [E%, por la Prop. obtenemos que

H" (8, (E/Ey)") = H™ (U, Ey) = {0}.

Luego
0— H"($LE*) — H" (W, E*/Ey) = H" ({4, E}) — 0

es exacta, i.e. H" (U, E*) = H" (L, E}). Repitiendo el argumento reemplazando E
por s y [E, por E; entonces sigue la tesis.
O

El proceso de extension

Dados p, v € M (G) y un subconjunto E de G escribiremos

E,,={(a,b) e GxG:abe E}.
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Entonces £, ,, es subconjunto de Borel de Gx G y se define (pu* v) (E) = (u x v) (E,,) .
Recordando que

el £ [l (G —sup{z 1w (B)|: F € Pr(M, (G))},

EeF

donde M, (G) es la o —dlgebra de subconjuntos y—medibles de GG, entonces (M (G) , *)
es un dlgebra de Banach. Ademis L,, . (G) — M (G) vialaaplicacién f — f dmg, rea-
lizdndose L, . (G) como un ideal cerrado de M (G). Si E fuere un L}, . (G) —bimédulo
nos proponemos una via que permita extender derivaciones D : L} . (G) — E* a deriva-
ciones D : M (G) — E*. En particular, serd necesario extender la accion inicial sobre E
a una accién de M (G) sobre E.

Definicion 4.2.41. Sean 4, B dlgebras de Banach tales que 4 C B y il es ideal cerrado
de 8. Dado a € 4 escribiremos p, (b) = ||a.b|| + ||b.a|| para b € B. Entonces {p,},., €5
una familia de seminormas sobre B, la cual define sobre 28 la llamada topologia estricta
inducida por 4, la que denotaremos 7y 3.

Lema 4.2.42. (de Extension) Sea il un dlgebra de Banach con una aproximacion acotada
de la unidad {e.} . 4, contenida como ideal cerrado en un dlgebra de Banach B. Sea E
un 4—bimédulo neo-unitario y sea D € Z' (\, E*). Entonces E admite una estructura
natural de B—bimédulo y existe una vinica D € Z' (B, E*) tal que D |y =D y D es
(T, w™) continua.

Demostracion. Sea x € [E, digamos x = ay cona € i,y € E. Si b € B escribiremos
bx = (ba)y. Si fuera x = aly!, con a’ € L e y/ € E entonces

(ba)y = l}g}‘ (beqa)y = gg}l (bey) (ay) = ilg}‘ (beq) (atyl) = (111611514 (beqal) yr = (bat) y!

de modo que b.x esté bien definido. Asi [E deviene un ‘8—mddulo de Banach a izquierda
y, andlogamente, £ es un ®8—modulo de Banach a derecha. En consecuencia, £ es un
$B—bimddulo de Banach. Definimos ahora D : 8 —[E* como

acA

D (b) = (w* - lim) (D (beg) — bD (e4)) .

Veamos que D estd bien definida. Sea z € E, p.ej.x =y.acony € Eya € 4 En efecto:

(x, D (beq) — bD (eq)) = (ya, D (bey) — bD (e4))

= (y,aD (bey) — abD (e,))

= (y, D (a(bea)) — D (a) beq — abD (eq))
=

ey, D (ab)) = (beay, D (a)) = (y, D (ab)) = (by, D (a))
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pues E es {{—neo-unitario. Ademads si a € 4 tenemos que

D (a) = (w* - h’m) (D (aeq) — aD (e)) = <w* - 11’m> (Da) eq = D (a).

acA acA

Por otra parte, dados b € ‘B y a € 4 tenemos

D(b)a = (w* - lim) (D (bea) a —bD (e4)a)

a€cA

acA

= (w* — h’m) [D (beqa) — beaD (a) — bD (eqa) + bey D (a)]

acA

(w* - h’m) [D (beqa) — bea D (a) — b.D (eqa) + bea D (a)]
= D (ba) —bD (a).

En consecuencia, D es (7y, w*) continua: sean {bs},c, unared en B, b € B tales que
b = 1y — lime, bs. Dado x € E podemos escribir x = ay para ciertos a € ey € E.
Tenemos entonces

<x,lN) (by — b)> — <ay, D (b, — b)>

= <y7D (bs - b) a>
= (y, D ((bs = b) a) — (bs — b) D (a))
= <yaD ((bs - b) CL)> - <y (bs - b) 7D (a>> :

Siy = zccon z € Ey ¢ € i entonces sabemos que p, (bs —b) — 0y p. (bs —b) — 0.
En consecuencia

(2D (6 = 1)) < Il DI, = b)all + 2l e (b = B 1D (a)]
< HyH HDHpa (bs - b) + HZHpc (bs - b) ||D ((I)H )

ie. D b ul; D b. Si b,c € ‘B, como evidentemente d - e, Ty d para cada d € ‘B,
—

obtenemos

«

D (be) = (w* - h’m) (w* - 1%11) D ((beq) (cep))

I
VRS

«

w* — 11’m> (w* - li/l;n) [beo D (ceg) + D (bey,) ceg)
= bD(c) + D(b)c

ie. D € Z' (B, E*). Para ver la unicidad de D supongamos que existe § € Z! (B, E*)
tal que la restriccion de 0 atles Dy 0 es (7y s, w*) continua. Si b € B tenemos

D) = (w* - h’m) D (bea) — bD (e4)] = (w* - h’m) 16 (bea) — b (ea)] -

a€cA acA
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Dadoz € E,six =aycona € ey € E resulta

<:c,D( )> = lim (ay, 3 (bea) — b0 (ca))
—hm<ay, (b) ea)

acA

= (llleng (eqay, 0 (b))

= {ay, 0 (b))
= (2,5 (b)),

o sea, D (b) = 6 (b) y sigue la unicidad de D. O

Observacion 4.2.43. Hay una aplicacion natural § : G — Cy(G)* tal que 6 (a) f =
fla)sia € Gy f € Co(G). Veamos que C[d (G)] es w*—denso en Cy(G)*, donde
C[d (@)] denota la cdpsula lineal compleja generada por ¢ (G) . En efecto, M (G) =~
Co(G)* como sigue del teorema de representacién de Riesz (cf. [5], p. 378). Fijada T; €
Bey @)+ [0, 1] existe un tinico g € M(G) tal que To f = [, fdpo y ademds || To|| = ||| -
Si fi,..., fn € Co(G) y € > 0 el conjunto

/ fid(p—po)| < 6}

es un w*—entorno de 9. Veamos que C[§ (G)] N W # (. En efecto, podemos suponer
que f1, ..., fn son linealmente independientes. Dado b € G sea f, = (f1 (b), ..., fn (b)).
Si Clfy],; # C" existird z € C" no nulo tal que (fy, 2) = 0 para todo b € G, lo cual
es contradictorio con la hipdtesis de independencia lineal de f1, ..., f,,. En consecuencia,
existe F' € Py (G) y un conjunto de escalares {2}, tales que

T TR SER S SENIACR AT

beF

W:{MGM © MAax

1<j<n

Haciendo 1 = ), - z,0(b) entonces 11 € C[d (G)] N W, pues
5 =nt5) = [ =S50 = [ fdno =3 £ 0) =0
beF beF
sij=1,...,n

Observacion 4.2.44. Por la Obs. y el teorema de Riesz sabemos que C [0 (G)] es
w*-denso en M (G). Més atin, C[§ (G)] es T, (@).M(G)-denso en M (G) (cf. [33], p.
236). En consecuencia es valido el siguiente
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Corolario 4.2.45. Si E es un L), . (G) —bimddulo de Banach neo-unitario y L, (G) l_)>
E* es una derivacién acotada existe un tinico D € Z* (M (G) ,E*) tal que D | L, (G)=

D, siendo D un operador (TL}nG(G% M(G), W) continuo. En particular, D queda determl—
nado por sus valores sobre § (G) .

Observacién 4.2.46. Notemos que L, .(G) es un M(G)—bimédulo de Banach. Preci-
samente, sean f € L, (G), u € M (G) escribiremos formalmente

:/f(b_la) du(b), (f*p)( /f (ab™') Ag (b) du(b). (4.40)
G

La féormula 1| define sendas funciones de L}, ..(G) por lo siguiente: Usando el teorema
de Fubini-Tonelli y la invariancia de la medida de Haar tenemos

/ 1 (b7a) | d (me x Ju]) (a,b) = //\f (b7a) | dma(a)d ] (b) = ||, 1]l < oo.

GxG

En consecuencia, por el teorema de Fubini [, |f (b~"a)| d |u| (b) < oo salvo un conjunto
de mg-medida nula, la funcién a — (i * f) (a) deviene mg—medible y

/Iu*f )| dmela //!f (b7a)| |yl ) < 1] 1l

oseapx f € Ly, (G)y [lw* fll, < [[fll; ln]l . Por otra parte, en (4.40) Ag : G —
(0, +00) es la funcién modular asociada a la medida de Haar de G. Se trata de un ho-

momorfismo continuo tnico de manera que m¢ (£ - a) = Ag (a) - mg (F) para cada
subconjunto de Borel E de G. Que L, (G) es un M (G) —médulo de Banach a derecha
sigue como recién, considerando que para g € L} . (@) resulta la identidad:

/G 9(a) dme(a) = /G g(a™Y) Ac(a™) dmg(a).

El teorema de Day

Teorema 4.2.47. (M. M. Day, [7]) Sea G un grupo localmente compacto amenable. Sea
K un espacio vectorial localmente convexo y sea KK un subconjunto compacto convexo de
E. Suponemos que G actiia sabre K en forma afin, o sea

g-tr+(1-t)yl=tlg-z)+(1—-1)(g-y)

para cualquier g € G, x,y € K yt € [0,1]. Mds aiin, supondremos que la aplicacion
(9,x) > g-xde G X K en K es separadamente continua. Entonces existe un elemento
xo € K tal que g - xq = xg para cualquier g € G.
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Demostracion. Sea xy € K fijo. Sea A (K) la clase de funciones continuas afines de K
en C. Notar que si ¢ € E* entonces ¢ |x€ A (K).Daday € A(K) sea ¢, : G — C tal
que ¢y (9) = ¢ (g - ) para cualquier g € G. Como (g, z) — g - = es continua sobre G
para cada x € K fijo entonces ¢, € C, (G), ya que

sup [ (g - zo)| < sup |¢ (y)] < oo
geG yeK

pues ¢ es continua y K compacto. Sea m € £ (G)" un promedio invariante a izquierda
ysean =m |c,q).Sia € Gy ¢ € Cy (G) entonces la aplicacion

— (0q * 9) ( /¢bcd5)¢( )

define evidentemente un elemento de Cj, (G). Como

(0a % §,n) = (00 % o, m) = (¢, m) = (¢, n)

n es invariante aizquierday (1,n) = (1, m) = 1. Como ||n|| < ||m|| = 1, entonces ||n| =
1 y n es un promedio invariante sobre Cj, (G). Siendo GG grupo localmente compacto, sea
Py, (G) el conjunto de funcionales m € C, (G)” invariantes, en el sentido que estamos
desarrollando, tales que (1,m) = [m|| = 1.Entonces P} (G) = Co(J,),.; - como
puede verse como en la Obs. Sea {n.},c, una red en Co (d,) ¢ tal que n =

j(a) & =

w*—1limgye g ny. Sia € Aes fijo podemos escribir n, = Z](O‘ ts 5 donde Z] Lt =

y t¢ € [0, 1] para cada a y cada j. Dado ¢ € A (K) tenemos

by 1) = / 4 (g - 70) dna (9)
G
j(a)
~Y e / ¥ (g 20) by (9)
=1
j(a)
= Zt? (G (g]
7=1
I
=y [[ Dot g5 | - mo| = ¢ (a),
j=1

donde z, = (Z i 8 gj‘) - 29 en K. En particular, la red {z,},., en K contiene una

subred {za/},,c4, convergente a cierto x € K, pues K es compacto. Si ¢ € A(K)
obtenemos v (z) = limuyea ¥ (Tor) = limasear (Py, Nas). Veamos entonces que g.x = «
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para cualquier g € G. Sean g € G, ( € E*, ¢, : K — C tal que ¢, () = (9., ().
Entonces 1), es continua, pues x — ¢.z es continua sobre K para cada g € G fijo.
Evidentemente ahora ¢, . € A (K). Ademads si h € G, tenemos

¢wg,< (h) = Py (h : 550)
= (g (h-1),()
= ((g-h) - 20,¢)
= thgc ((9- h) - o)
= ¢y, (9 h)

_ / bu,c (571 dbyr () = (8,1 * by, ) (h)
G

Entonces
(9.2,0) =1y () = (Pu, ;1) = (9g=1 * By, 1) = (s, 1) = Ve (2) = (2, C)
para cualquier ¢ € E*,ie. g -z = z. O

Estructura de funcionales acotadas sobre L>°(G)

Lema 4.2.48. L>(G)* =~ M (H (L*>(G))), donde = indica isomorfismo isométrico de
espacios de Banach.

Demostracion. Sean W € L>*(G)*, F : L*(G) — C(H (L*(G))) la transformada de
Gelfand y H (L>°(G)) el espacio ideal maximal de L>°((). Entonces tenemos que

C (M (L™(@))) F-L L(G) ¥ C

osea Vo F 1 e C(H(L*®(G)))". Por el teorema de Riesz (cf. [34], Th. 2.14, p. 42)
existe una tnica aplicacion p = u (V) € M (H (L>(G))) tal que

@F Y= [ £ dua
H(L>(G))
para cualquier f € C (H (L>(Q))).Si F1(f) = ¢ € L=(Q), f (h) = F(¢) h = h(¢)
para cualquier h € H (L>®(G)) y

VO = [ o) du ().

Ademas, puesto que F es un isomorfismo isométrico obtenemos

sl =[[¢ FH = sup  [OFS|= sup ¥ (@) = v

Ifllc@uroe @) =1
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Sea entonces p : L®°(G)* — M (H (L>(G))) dada por p(¥) = ug. Entonces u es
C—lineal isométrica. Si o € M (H (L>*(G))) sea

RN IR0

para cualquier ¢ € L*°(G). Como fH(Lm(G)) L (@) d|o| (h) < ||o|l]lo]] < oo tenemos
que VU, estd bien definida. Ademas ¥, es C—lineal y |V, (¢)| < ||¢|| ||o|| para cualquier
(G)*. Necesariamente, o = 1 (V,), 4 es suryectiva
y sigue la tesis. 0

Caracterizacion de grupos amenables

Teorema 4.2.49. (Johnson) Sea G un grupo localmente compacto. Entonces G es ame-
nable si y solo si H' (L' (G),E*) = {0} para cualquier L' (G) —bimédulo de Banach
E.

Demostracién. Supongamos que G es amenable y sea E un L' (G) —bimddulo de Ba-

nach, el que podemos suponer neo-unitario. Sea D € Z!' (L' (G) ,E*)yseaD € Z' (M (G) ,E*)
tinica extensién de D continua respecto a la topologia estricta de M (G) inducida por

L' (G) y w* de E*. Bastard ver que D es interna. Sea K = Co { (56(1) dg-1:0a € G}

en E*. Entonces K es convexo y es w*—compacto. En efecto, si 0 = Z 1t D ((5 J)

§.-1 es una combinacién convexa de D (4, ) Oyt s D (,,) d,-1ysiz € E se tiene que

Zt (8,12, D (5,)). (4.41)

Si {€a},c4 €s aproximacién acotada de la unidad de L' (G) y a € G entonces
<5a71m, D (5a)> — lim (5,12, D (6aea) — 62D (e2)) . (4.42)
Pero para cada o € A se tiene

(G012, D (3aa) = a0 (ea))] < 6, sl D (Bua) — 8aD (ea)l|  (443)
<l 11D (Baea) | + 13D (ea)I]
< lall D1 1daeall + 1621l 1D (ea)Il
< 2[le|[ | D 3]l llea
< 2la]| | DIl sup [leal -
acA
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or @41), @.42) y (@.43) es
[{z, )| < 2D (Suplleall) ]l

acA

i.e. como K estd contenido en la bola de E* centrada en cero y radio 2 || D|| sup,e 4 || €|
resulta w*—compacto. Ahora consideremos la siguiente accion de GG sobre E*,

a-x° =08, 6ge1 + (D3,) - 641 (4.44)
donde a € Gy z* € E*. Sia, b € G tenemos que
(ab) cxt = Oab * x* - 6(ab)—1 + (ﬁéab) : 5(ab)—1
= (5a * (5{,) cxt (5b—1 * §a—1) + Zj ((5a * 5{,) . (51)—1 * 6(1—1)
= (80 % 6y) - " - (Bpr % Gt) + [5 (62) - 0 + 04 - D (5,,)] (-1 % 0p1)
— 5, - (&, oGy + D (8) 5b_1) Byt + D (8,) Gyt
=g+ (b-2) 841 4+ D (6) - 641
=a-(b-z").

Como evidentemente e-z* = x* si * € E* (4.44]) define una buena accién de GG sobre E*.
En particular, la misma es afin sobre [E*. También es w*-continua en la segunda variable:
sean z* = w* — lim,cn 2 en E*, a € G, x € G. Entonces

)6
= (B0 6 ”) < <D‘5a>5
s e ()

= ller/r\l/ <w Og * T - Og—1 + (D(Sa)éa—1>

=1
fiy .0 i)

<x,a-x*>:<x,5a-x 841 + (D4,

Respecto a la primera variable, la accién (4.44)) es continua respecto a la topologia de GG
y a la w*—topologia de E*. En efecto, sea a, — a en GG, * € E* y veamos que

(@ — a) - 2"w;0

Para ello, bastard ver que §,, — 0, en M (G) respecto a la L'(G) topologia estricta
inducida, pues entonces

(x,a, ) = <x, R (D6,,) - 5a;1>
= (5,1 0y 7" + <5a;1 .z, 55a0> o (Gt T Gy )+ <5 .z, 55a>

= (r,a-z").
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Entonces, por la Obs. |4.2.46|sabemos que si f € L' (G) resultan

Gax ) (©) = f(ay'c) y (f*0a,)(c) = f (ca;') A(a™")

salvo elementos de un subconjunto de mg— medida nula de G. Dado v obtenemos:

Ps (0a, = 0a) = / £ (a,"e) = f (a”"e)| dma (c) (4.45)
G
+/|f<0“vl)ﬁ(%l) — [ (ca™) A(a™)| dme (o).
G

Si f € C.(G), como
f (av_lc) - f (a_lc) y f (caqjl) A (av_l) - f (ca‘l) A (a_l)

para todo ¢ € G, la afirmacién sigue pasando al limite en (4.45) por el teorema de conver-
gencia mayorada de Lebesgue. En el caso general, basta apelar a la densidad de la clase de
funciones continuas con soporte compacto en L'(G) (cf. [16], Th. 12.10, p. 140). Luego
K es invariante bajo la accién de G definida en (4.44)). En efecto, dados a, b € G, tenemos

aD (6) 6y-1 = 64D (8) Op—10,-1 + D (6,) 6o

= D (6a1) (S(a)1) -

Como la accioén es afin, sigue la afirmacion. Ademds, por el Teorema de Day, existe z; €
K tal que
axy = 6ax50q-1 + D (04) 8g—1 = )

para cualquier a € G. De dicha igualdad se obtiene que

D (64) = 2400 — 0oy = ad_z; (a) -

Por tltimo, ya hemos sefialado en la Obs. que {d, : a € G} determina los valores
de D sobre M (G) y podemos concluir que D, y por lo tanto D, son internas. Reciproca-
mente, supongamos que L' (G) es amenable. En principio vamos a definir una estructura
de L' (G) —bimédulo de Banach sobre L™ (G). Dadas f € L' (G), ¢ € L*™ (G) hare-
mos, para a € G salvo quizds un subconjunto de ms—medida nula,

(- 6) (a) £ (f  6) (a) = / () & (ba) db. (4.46)
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Es fécil ver que (4.46) define una accién a izquierda de L' (G) sobre L™ (G). Por otra

parte sea
fE1 | fdme|o.
/72

Seann € L (G) tal que (1,n) =1yd: L' (G) — L™ (G)" talque d (f) = fn —nf.
Entonces, (1,d (f)) = (1, fn —nf) = (1 f — f % 1,n). Observemos que

1if = (/fdmc>~ (1@ = [ £0) dma )
G

para casi toda a € G. Luego (1,d (f)) =0si f € L' (G). SeaE = L (G) /C - 1. Dadas
fe€LYG), ¢ € L*(G),sip: L>®(G) — E es la proyeccion al cociente definimos
<p (9) ,giv(f)> = (¢, d(f)). Esta funcional d estd bien definida pues si p (¢) = p (¢
existe A € C tal que ¢ — 1) = A - 1. Luego

(0 =1, d(f)) = A-1Ld(f)) =A{1,d(f)) =A-0=0.

Evidentemente d (f) es C—lineal y

(p (@), d(N)| < ol la i

cualquiera sea el representante ¢ de p (¢), de donde

[(p(@).d(1)| < @I 1]

i.e.d (f) esacotaday Hcﬂf)” < ||ld (f)]|. Queda inducida d : L' (G) — E*. Notando que
p es un homomorfismo de L' (G) —bimédulos si f, g € L' (G) y ¢ € L™ (G) entonces

(p(6).d(f9)) =
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Asid € Z' (L' (G),E*). Como H! (L' (G),E*) = {0} existe n € E* tal que d = ad,,
Sean =nop:L*(G) = C,osean € L®(G)".Seanm =n—n, p € L®(G)y
feL'(G)talque f > 0ctpy ||f]l, =1 entonces
(f-o—=0-fm)=(pm-f—f-m)
={(¢,(n—n)-f—f-(n—n))
= (¢, —d(f)+f-n—n-f)
== (p(9),d())) + (p(8) ,ady () = 0

En consecuencia

porque || f||, = 1. Dadaa € G entonces fxd, € L (G) esno negativac.t.p.y || f * 0., =
1. En consecuencia

(00 @ym) = (f % (00 x @), m) = ((f * 0a) % ¢, m) = (¢, m), (4.47)

0 sea m es invariante a izquierda. Finalmente, usando la notacién del Lema 4.2.48| sea
{m la tinica medida compleja sobre H (L>°(G)) que realiza a m como funcional lineal
acotado sobre L>(G). Como

il = 11t (H (L¥(G)))] = /H Qi = m (1) = 1

entonces /i, €s no nula. Sea p € L> (G)" tnica tal que p (p) = ||/ ||ttm |- Entonces
|p|| = 1 pues pu es isométrica. Ademas

_ _ Apml 1y
- [ sy ) (1) = [ =

H(L>®(G)) [

Como fi,,, << |ptm|, por el Teorema de Radon-Nikodyn existe una tnica U, € L' (|pm|)
tal que dpi, = Uy, d|pim| ¥ |Un (h)| = 1, salvo quizds para valores h's en algin subcon-
junto de |4,,,| —medida nula (cf. [34], Th. 6.12, p. 133). Sia € G, ¢ € L™ (G), vale[4.47]

entonces
/ h(60 % ) dpn(h) = / h() dpim(h)
H(L>(G)) H(L>(G))

/ W80 % Un (h) 6) d ] () = / WU () &) d ] (B)
H(L>®(G)) H(L>®(G))

y podemos concluir que |u,,| es invariante a izquierda, o bien que (J, * ¢,p) = (¢, p)
para cualquier a € G, ¢ € L™ (G). O
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Ejemplos de algebras de Banach
amenables

En gran medida la teoria de amenabilidad ha sido concebida, como ya hemos sefia-
lado, para dar teoremas de estructura de derivaciones o de operadores multilineales con
coeficientes en modulos de Banach. En algunos casos especificos, como por ejemplo en
(C*—algebras, se sabe que toda derivacién es automaticamente continua (cf. [28]], Th.
2.3.1, p. 22). Mas aun toda derivacion sobre un dlgebra semisimple es necesariamente
continua (cf. [20]). Hay algunos resultados notables, tanto por su profundidad como por
la simplicidad de sus demostraciones. Por ejemplo, si 2 es un dlgebra de Banach, § es
una derivacion acotada sobre 2 y 6% (a) = 0 para cierto a € 2l entonces § (a) tiene radio
espectral nulo (cf.[25], [32]). Este resultado permite dar una demostraciéon elemental, en
el caso de dlgebras de Banach unitarias 2(, de la no existencia de elementos a, b € 2 tales
quea-b—b-a=1/(cf. [38], [39]). Esta conclusion estd en la base de la teoria de la fisica
cudntica iniciada en 1924 por Heisenberg y Scrodinger. Por otra parte es remarcable que,
en el caso de élgebras abelianas, toda derivacidn acotada tiene su imagen contenida en el
radical (cf. [31]]). Se dan algunos resultados inesperados, por ejemplo el dlgebra C™ [0, 1]
no admite estructura de algebra de Banach (cf. [30]). En general no se han logrado ain
resultados satisfactorios respecto a la descripcion y propiedades de derivaciones en alge-
bras de operadores. Por ello es ciertamente muy apropiado el punto de vista adoptado en
la teoria de amenabilidad, ain considerando las limitaciones tedricas todavia no supera-
das. Sin embargo, permite el logro de resultados que dan una comprension mds acabada
de la estructura de clases de adlgebras, superando el anélisis de dlgebras en particular.

Pasamos revista a continuacién a algunos ejemplos, en una lista necesariamente in-
completa, en la que podemos sefialar algunas aplicaciones de la teoria de amenabilidad,
apenas introducida.

El algebra M, (C)

Sea A =M, (C) el dlgebra de Banach de matrices n X n con coeficientes complejos.
Sea{e; : j,k =1,...,n} el conjunto de matrices canénicas unitarias de {{ y veamos que
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posee una diagonal virtual. Para ello definimos m = % 2?,k=1 ejr®eg;enA @A Como

AR A — (A ®A)™ sabemos que 7** | A = 7. Por lo tanto tenemos que
(W)= Y wlep @) =+ Y ey =
7w (m)=— 7 (e; ) =— ce;; = FE,.
n - gk & Ck,j n 4 - € n
Asi obtenemos que a - 7w (m) = a para cualquier a € 2. Luego para m,l € {1,...,n}
tenemos que

1 1« 1
CLm =M = — E Gl €k @ erj =~ § aj®ej =~ E €k @ €l Cln =M ey
7,k=1 j=1 7,k=1

n

Luego se sigue que a-m = m-a para cualquier a € 20y asi m resulta una diagonal virtual
de M,.

Amenabilidad de grupos finitos

Si G es un grupo finito entonces [*°(G) = C®. Haciendo

m: 1™ (G) = C, (¢,m) ZéZCb(Q)

geG

es inmediato que m es un promedio invariante.

Amenabilidad de grupos abelianos

La amenabilidad de grupos abelianos puede deducirse usando el siguiente teorema de
Kakutani-Markov

Teorema 4.2.50. (cf. [23], [26]) Si K es un subconjunto compacto no vacio de un espacio
localmente convexo X y F es una familia abeliana de funciones continuas afines de K en
K entonces existe xy € K tal que f(xo) = xo para toda f € K.

Notar la similitud formal de los teoremas de Day y de Markov-Kakutani, ambos de
punto fijo. Mas especificamente, si G' fuere un grupo localmente compacto y abeliano,
sea K el conjunto de todos los promedios sobre L™ (G). K es convexo y compacto en
L*® (G)". Si g € G definimos

Ty : L¥(G) = L= (G)", (Tyn,¢) = (6, % &, n),

donde ¢ € L>* (G)yn € L™ (G)". Cada aplicacién T}, es w*—continua y 7, (K) C K.
Mas atin, es inmediato que T}, = T, o I}, para cualquier g, h € G. Por el teorema de
Kakutani-Markov existe m € K tal que T,m = m para cualquier g € G. Asi m es un
promedio invariante a izquierda sobre L> (G).
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Amenabilidad de [!(G)

Si GG es un grupo, definimos

lell(G)z{feC:||f||=Z!f<r)\<OO},

reG

siendo 2 un espacio de Banach. Si ahora definimos para cualquier t € Gy f,g € U
el producto (f *g)(t) = >_ f(r)g(s) entonces f * g estd bien definida y 2 deviene
t

r.8=

un algebra de Banach unitaria, donde la unidad es ey = &, siendo e el elemento neutro
de Gyey(t)=0sit#eyey(t)=1sit= e Veremos que AXA ~I' (G x G). Sea
A ARA =1 (G x G talque A (f @ g) (s,t) = f(s)-g(t)si(s,t) € GxGy f, g€
Fijadas f,g € 2,

IA(f@a)ll= D 1 () 9@ =fIllgl < oo

s,teG

ie. A(f®g) € I' (G x G). En particular, |[A(f®g)|| = |f®gll, Siu=>3 f; ® g,
i=1

con f;, g; € 2, entonces obtenemos que
n n
IAull <Y N2 all, =Y 1l gl
i=1 i=1

o bien, |[Au| < |jull,. La existencia de una aplicacién lineal A : 2AR2A —I' (G x G)
tal que verifique A (f ® g) (s,t) = f(s) - g (t) se sigue porque la aplicacion B : 2 x
2A =11 (G x G) tal que B(f,g)(s,t) = f(s)-g(t) para f,g € Ay s,t € G es bi-
lineal y ademads verifica que ||B (f,g)|| < || f|l|lgll- Asi existe entonces la aplicaciéon
A ARA =11 (G x G) tal que A (f ® g) = B(f,g) con f,g € 2. Sabemos que A es
acotada y ||Aul| < [jul|, siu € ARA. Seaahora ' : I' (G x G) — ARA tal que

r Z a(a,b)d@p | = Z a(a,b) 6, ® 0

(a,b)eGXG (a,b)eGXG

Como (|0, ® 65|, = [|dal [|65]| = 1 entonces I estd bien definida. Ademds,

AT (o) = A Z a(a,b)d, @0 | = Z a(a,b) dap) =

(a,b)eGXG (a,b)eGXG
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Por otro lado, siu = ) f; ® g; en 2AR2I entonces
=1

= FZB(fiagi>
—Z Z fzagz >5a®5b

=1 (a,b)eGxG

_Z Z fz 9i ®5b:u

=1 (a,b)eGxG

De donde obtenemos que I' = A~!. Ademads

@, < D> la(@b)=]a

(a,b)eGxG

IH(GXG) *

Concluimos asi que A es un isomorfismo isométrico, pues si u € ARA tenemos
[ull, = ITAull, < [Aul] < ull,

Asi ARA ~ [' (G x G) y por lo tanto, también es valido (Ql@%l)* ~1>* (G xG).

Veremos que [ (G) es dlgebra de Banach amenable si y solo si G' es grupo amenable.
Asumamos que 2 =I' (G) es amenable. Sea 7 : ARA — A lineal y acotada tal que si
f,g € Aentonces 7 (f ® g) = f * g . Asi tenemos que 7* : [* (G) — (Q@Q{)* y
* (1loo(g)) € (Ql@?l)* Si f, g € 2 obtenemos

(f@g,m (Lixe)) = (r(f®9) Lix@))
=(f*g, Li=())

=Y (f*9)(a)

aeG

=> > f®) gl

a€G b.c=a

=3 f) g

acG beG

=> f)) g(b'a)

beG aeG
= (f, lim@)) (9, Liee)) = (f © g, Liso() @ Liss())

ie. ¥ (1100(0)) = Lo (@) ®@1yo() €N (Ql@%l) . Definimos ahora m (¢) = <1loo(G) ® @, M>
con ¢ € [ (G). Es claro que m esta bien definido, es lineal, acotado y ademas

m (Li=(c)) = (7" (L)) s M) = (Lie(), @™ (M) = (Lie(c), €.) = (0, Lim(c) = 1
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y también m verifica

(900, m) = Loy ® (¢0a) , M)
(Li=(e) ® ¢) 5avM>
Lise() ® ¢, 6, M )
Liso(q) ® <Z57 Mo, >

b0 (Liseiy @ @) , M) = (00 - Lioe(c)) @ ¢, M) .

=
=
(
=
=

Pero si f € ' (G) se tiene

(f, 00 Lisoicy) = (f * b0y Lise(c))

=S (6. (B)
beG

=>" Y f(c) bu(d)
beG c.d=b

= Z f (b . ail)
beGG

= Z f (C) = <f7 1l°°(G)> )
ceG

0sea d, - 1jo(@) = 1j=(). Finalmente, tenemos que

(960, m) = (60 - Lim(cy) @ ¢, M) = (Lio(y @ o, M) = m ()

i.e. m(¢d,) = m (o), y asi concluimos que m es un promedio invariante a izquierda.
Reciprocamente, asumamos que m es un promedio invariante a izquierda sobre [*° (G) y
veamos que existe M € (91@)2()** tal que 7* (M) =egya-M = M -asia € ' (G).
Dada F' € [*° (G x G) definimos para cualquier ¢ € G una aphcac10n en [ (G) dada
por F (t) = F (t,t71) y podemos definir un elemento M € (QL@Q[) = (I (G x Q)

haciendo (F, M) = <F ) m>. Evidentemente M estd bien definida, es lineal y

(0| = [(Fom)| < |[F] Il < 1l e
Ahora, sis € Gy f, g € 2 tenemos

(F-bs, f@g) =(F.0:(f@9) =(F(s-f)®g),
<6s'F7f®g>:<F7(f®g)5s>:<Faf®(g's>>

obien, (F - 0,) (u,v) = F (s-u,v)y (ds - F') (u,v) = F (u,v - s). Luego son vélidas las
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siguientes igualdades,

Fo.(t)=F -6, (t,t7) = F(s-t,t7"),

0o  F(t) =6, F(t,t7Y) = F (t,t7"-s),
0o F(st) =0, F(s-t,(s-1)7")
=0, F .3—1)

(F,M -8,) = (5, - FM)

Asi M verifica que 7** (M) = ey y también M - 5 = 0, - M para cualquier s € G. Por
lo tanto, M es diagonal virtual de (2[@91) -

Sobre promedios invariantes en [*° (Z)

En general no siempre es posible exhibir promedios invariantes. En este ejemplo, aun-
que hacemos uso de un resultado de compacidad, podemos intuir la forma de un prome-
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dio invariante sobre /> (Z). A tal efecto, si n > 1sea m™ = g1z 37 d; en ' (Z).
j=—-n

(n) ||1 = 1. Como /' (Z) < [~ (Z)", pasando eventualmente a una subsucesion,

existe m € [* (Z)" tal que m = w* — lim,, m™. Sean ¢ € I*(Z), r € N y suponemos

n > r, entonces

(6.8 m ) = (-0,
2n+1z¢‘7—T
1 n—r
:2n—i—1.z o)
j=—n—r
1 —n+r—1 n—r
=2n+1< PBRIOESDY ¢<k>>
j=—n—r j=—n+r

B 1 — 2(n—r)+1 1 T
S 2(n—7r)+1 Z ¢ (k) 2n +1 +2n—|—1 Z ¢ (k)

j=—n+r j=—n—r

En consecuencia

Tim (§, 8, m") = (6,8, m) = (6,m).

Sobre las algebras de Lebesgue [7(Z), 1 < p < oc.

Dados a,b € IP(Z) sea a - b = {ay, - by}, ., - Veamos [P(Z) deviene entonces en un
dlgebra de Banach. Evidentemente, basta demostrar que ||a - b| , < 1si l|all , <1y
[0]l,, < 1. En efecto, si ¢ € Res tal que 1/p + 1/g = 1, dado un subconjunto finito I de
Z podemos escribir

Z |an - by|” = Z |anl” 16yl

neF neF

<(ger) (Zer)”
<(ger) (Ser)
< lall, <nEF|b !”) "

< llall, (1B <
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de donde es inmediata la afirmacion.

Veamos que estas dlgebras no son amenables. Bastara ver que cualquier aproximacion
de la unidad es no acotada. En efecto, sea R = {e,},., una aproximacion acotada de
la unidad de P(Z). Fijado F' € Pf(Z) sea fr = Y,y €n. Como limueca (e, - fr) = [fr
existe ap € A tal que |e, - fr — fFHp < 1/2sia > ap. Luego,sia > apym € F
tenemos

1/p
lea (m) — 1| < (Z 11— eq (n)|p> <llea- fr— frll, <1/2.

ner

Luego
learlly = D lear (I + D leas ()] = £F/27,

ner n¢F

de donde sigue la conclusion.

Algebras C-amenables

Si C' > 1y U es un dlgebra de Banach, diremos que 4 es C'—amenable si tiene una
diagonal aproximada acotada por C.

El algebra B (I?)

Sea B (I2) el C-espacio vectorial de endomorfismos lineales sobre C", munida de la
estructura natural de dlgebra de Banach inducida por (C”, llol| p> Si B = {¢;};_ esla

base canodnica de [? y T' € B (I?) existen escalares tnicos tal que T'e; = Z ;- €; con
i=1

1 < j < n.Sidefinimos A (T) = (ai;);;_y, A : B(Ih) — M, (C) es un isomorfismo

algebraico. Dado o € S, indiquemos A, a la matriz de M, (C) cuya j-ésima fila es e,

1 <j <n.Si{ei;} o <, es el conjunto de matrices canénicas en M, (C) tenemos

n
n
Y Goigei = {0}l =D Cia,-
1<i,j<n i=1

Sie e {—1,1}", o sea si € es cualquier n-upla con +1’s en sus coordenadas, indiquemos
n

D. = ¢je; ;.. Entonces
=1

(AaDe)m=§n: (€i, Do) ZZ&” (De)ys = 65
i=1

i=1 t=1
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Luego,

De= 65 €sCrs = > €5 €amis)s- (4.48)
7,8 s=1
Anélogamente,
DeAos = € Crot) = D €ots Coi(s),s- (4.49)
Escribamos o (€) = (€(1), ---, €o(n)) €0 {—1,1}". De (4.48) y (4.49),
AgDe = D194, (4.50)
Escribiremos
G={DA,:0€8,, ec{-1,1}"}, 4.51)

y veremos que GG es un subgrupo irreducible de matrices de Gl (n,C), i.e. contiene un
conjunto de generadores de M, (C). En particular, es evidente que G es finito. Dado que

(D€1 A01) (D62 AUz) - D€1 (A01 D€2) A02 (4.52)
~ D, (Dal e Am) A, =D A rons (4.53)

107 ' (e2)

entonces G es cerrado por productos. Hemos usado que D, - D., = D,, ., donde

e1-eca={e1(1)-e2(1),...,e1(n) - ea(n)} € {—1,1}"

y que A, Ay, = Asjo0,, donde oy o 04 es el producto de S,,. Ademas [ = D,
es la matriz idéntica (D, AU)_1 = A,-1 D, pues

77777

(Aa—l De) (De Ao-) =A,-1 A, = A(l n) — 4,

.....

(De Ay) (Apg—1 D) = D (Ay Ay—1) D. = DD, = I

y por A,-1D. € G. El producto es asociativo como sigue enseguida de (¢.52)). G
es grupo irreducible, i.e. contiene un sistema lineal de generadores de M.,,. En efecto,
seane, € € {—1,1}"talque e (i) = —€(i)sii Zrye(r) = —€(r)con1 <i,r <n.Si
ogesS, entonces D A, —i—D Ay = 2€, () COMO 0 y 1 son arbitrarios, e, ; € geng (G). Sea
ahora m = ‘G| ST g® gt en M,®M,. Si m : M,®M,, — M, tal que 7 (z ® y) = xy

geG
con z,y € M,,. Evidentemente 7 (m) = Id , . Ademads si h € G tenemos

1
h.mZEZ(h-g ®g" |G’Zhg c9) "h=m-h

geG

Como M, es la capsula lineal generada por G sigue que a - m = m-asia € M, y mes
diagonal virtual de M,, ® M,,, o sea BB (I?) es 1 —amenable.
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Sobre uniones de algebras C-amenables

Sean C' > 1, Y un dlgebra de Banach y (4l,), una familia de subalgebras de I,
cerradas, C'—amenables tal que | J4l, es densa en Ll. Entonces il es C'—amenable. En

efecto, sea F la familia de todos los subconjuntos finitos de | Jil,. Sean F' € Fy e > 0.

(03
Elegimos i/, tal que F' C 4l,. Dado que i, es C'—amenable, existe mp,. € {,®, con
|mp.|| < C tal que verifica ||a - mp, — mp, - a|| < ey ademas ||a - 7mp — a|| < € para
a € F. Asi se sigue que (mp,) es una diagonal aproximada para 4l acotada por

C.

FeF,e>0

Observacion 4.2.51. Notemos que C”, munido de la estructura de algebra de Banach
definida mediante a - b = (ay - by, ..., a, - b,) para a,b € C", es amenable. En efecto, sea
M =3"" e ®e;.Entonces M € (C”@C”) ** y si a € C" tenemos

n

a-]\/[:ia~(ei®ei):z<ai~e )®e; = Zel (a;-e;) =M -a.

i=1 i=1

Ademas

W(M):Z (e; ®e;) Zez—lcn

=1

Observemos que C" — [*(N), que [*(N) < [*(Z) ya que las proyecciones son fun-
cionales acotados, y que U;2 ;C™ es denso en ZQ(N). [>(N) es un élgebra de Banach no
amenable, como puede verse razonando como en ().

Sobre condiciones suficientes de amenabilidad

A continuacién esbozaremos una importante construccion mediante la cual se ha po-
dido establecer la amenabilidad de algunas dlgebras de operadores (cf. [10]). Diremos que
un sistema biortogonal finito para un espacio de Banach E es un conjunto de la forma
S={(zj,23) : jk=1,..n}conwzy, ...z, € Eyaj, ....x; € E* talque (z;, dy) = s,
con j,k = 1,...,n. Entonces es posible definir homomorfismos

6:M, (C) - F(E Z a;jpT; © T,

1<j5,k<n

donde F(E) indica al dlgebra de operadores lineales acotados de rango finito sobre E,
A = (ajp)1<jpen e My (C) y (20 2") (y) = 2*(y)z paraz,y € Ey 2* € E*. Un
espacio de Banach E tiene la Propiedad A si posee una red de sistemas biortogonales
finitos {Sx},c, de I, de modo que los correspondientes homomorfismos 0 : M., (C) —
F (E) verifican las siguientes propiedades:
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(i) limyea 05 (E,, ) = Idg uniformemente sobre subconjuntos compactos de E,
(ii) limyen 05 (E,,)" = Idg- uniformemente sobre subconjuntos compactos de E*,

(iii) Para cada indice X\ hay un grupo irreducible G de matrices ny x ny de modo que

G 2 supyeq Sup,eq, 10 (9)]| < oo.

Amenabilidad de A (E)

Teorema 4.2.52. Supongamos que E tiene la propiedad A. Entonces el dlgebra A (E) de
operadores aproximables sobre E es amenable.

Demostracion. Sea {S\},., una red de sistemas biortogonales finitos de I en las con-

diciones anteriores. Para A € A sea d, = ﬁ S° 0y (g9) ®05 (g "). Veamos que la red
geGA

{d)},cp en A (E) ® A (E) es una diagonal aproximada de A (E) . La misma deviene aco-
tada por la condicién (iii). Sea 7 : A(E)®.A4(E) — A(E) el tnico operador lineal
acotado tal que 7(S ® T') = S o T paracada S, T € A (E) . Escribiremos

LN
Py=m(dy) =0x(En) =Y win@a},, A€A.

=1

En particular, { P, },_, deviene acotado en A (E). Dados = € E, z* € E* resulta

v (1) (Z rip (@) i - )

y por (i) deducimos que limyep Py (x © 2*) = x©2*. Como {Py},, es acotaday F ()
es denso en A (E) entonces { P}, _, es aproximacion acotada a derecha de la unidad en
A (E) . Mas atn,

IR (@@ %) 2@ a| = sup

lyll=1

< |lz*|[ [ Pre = x|,

|tz — Py - (x@z*) - B = ||z ©x" — Py (z) ® P5 (z¥)]|
= [[(z = P\(z)) ©2" + Py (z) © (2" — Py (z7))||
< lz = Py (@) [[2*[] + [[Px (@)[] [|lz* — Py (27)]],

y por (i) y (ii) obtenemos que limyep Py - (x ® 2*) - Py = x ® x*. Inferimos como antes
que limyep Py - T - Py = T paratodo T' € A (E). Puesto que

T'd)\—de = (T — P)\ oT o P)\)'d,\—d)\'(T — P)\ oT o P)\)—FP)\OTOP)\'d)\—d,\'P)\OTOP)\
obtenemos que

lmyen [T dx = dx - T|| < 2sup [[dy [ 1im [T — Py o T o By,
AEA AEA
de donde sigue la afirmacion. [
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Amenabilidad de A (L? (2, %, u))

Sea (€2, S, i) un espacio de medida y sea p € (1, 00). Consideramos
T={r={A,..., A, }: 7T C X resdisjuntay p(A;) € (0,00) VA; € 7}.

Si 7,79 € T escribiremos 7; < 79 siy solo si cada elemento de 7; es unién de una
subfamilia de 7». Para cada 7 € 7 tenemos el correspondiente sistema biortogonal finito

1 1
T = ) :AJ )
6 {(ﬂ(A)l/pXA M(B)l/qXB> B e T}

donde ¢ € (1,00) es tal que 1/p + 1/q = 1. Sea 0, : M, (C) — A(LP (2, %, u)) el
correspondiente homomorfismo. En particular,

0 (En.) = Z(XA ®xa)/1(A).

AeT
Dado K € ¥ tal que { K'} < 7 tenemos

0. (En.) XKk = Z L/X;{ duxa = Z %XAZXK-

AeT ANK+#o H (A) A AeT:ACK K

En particular, 0, (E,.)" : (LP)" = LY — L1y xx € L porque i (K) < oo. Asi

(f.0- (En-r)*XK>:<f XK09 (En,))
) f XK>

/Z /fduxAdu

- /fdu/du

KNA

:/fdﬂ’:<faXK>>
K

ie. 0, (E,.)" xx = xx. Andlogamente, para cualquier funcién simple s es vélido que
lim, ¢, 0 (E .) (s) = s. Por ultimo, dados f € L, e > 0 sea s una funcion simple tal que
1f —sll, <€/(@+ 1), entonces

16 (En,) (f) = fll, < W67 (Bn.) (f = 9)ll,, + 10 (Bn,) (s) = s, + s = £,
<10 (Eu ) Lf = sll, + [16- (En,) (s) = sll, + lIs = I,
< (10- (Bn )l +1) s = fII, + 110- (En.) (s) = sll,
<@+ lls = Fll, + 1167 (En,) (s) = sl
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de donde
i [10; (En,) (f) = fll, < @+ D lls = fll, < e

Asi vemos que ¥ satisface (i) de la Propiedad A, verificandose la condicién (ii) en forma
andloga. Dado 7 € ¥ sea G, el grupo irreducible finito de matrices definido en (4.51)).
Parac € S, ,e € {—1,1}"" y7 = {44, ..., A, } tenemos que

T €; 1
10 (DA (A, = | > | —— / Fap| —2
o= H(Aj)l/ij i (Aay)
p
p\ 1/p
nr 1 /
=Y ——|[ fdu
j=1 M(Aj)p/q A,
1/p
T 1
< | S0y [y da
j=1 1 (4;) A,
1/p
— > [ ] =151,

—1
J Aj

i.e. 0 = sup, ez sup,eg, |10- (9)|| < 1, i.e. el espacio LP (2,3, i) tiene la Propiedad A y
por el Teorema 4.2.52| concluimos que A (L? (€2, S, u)) es 1 —amenable.

Amenabilidad de grupos compactos

Supongamos entonces que G es grupo compacto. Entonces la medida de Haar esta na-
turalmente normalizada (cf. [5]], Th. 11.4, p. 155), de modo que si ¢ € L™ (G) se tiene

/ 16 (a)| dme (a) < 1], < oo,
G
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obien L* (G) C L' (G). Seaentonces m : L= (G) — Ctalque (¢, m) = [ ¢ (a) dm,, (a).
G
Si ¢ € G escribimos

(6. % b, m) = / (6. % 8) (a) dme (a)

_ G/ / 6 (b~'a) do, (b) dmg (a)
G/G/¢ a) dmg (a) do. (b)

/ 6 (a) dme (a) do, (b)

= (¢, m) /d5c
G

:<¢7m> <1G7 > <¢> >7

i.e. m es invariante a izquierda. Ademas m € (L> (G))" y ||m|| < 1. Como (1g,m) =1
entonces m es un promedio invariante a izquierda sobre G.

Q\

—~

Una propiedad hereditaria

La amenabilidad es un concepto rico en propiedades hereditarias, no obstante lo cual
las mismas deben establecerse con suficiente recaudo. Nos limitamos a sefalar la siguien-
te: Si 2, B son dlgebras de Banach unitarias y 6 : 2 — ‘B es un homomorfismo continuo
tal que 6 (A) = B y que 0 (ey) = ex. Si A es amenable entonces B lo es. En efecto,
como el siguiente diagrama es conmutativo

ARA IR0 BRDB
1 1 7B
2 0, B
entonces 7y (6 ® 0)* = 6** 73", Si M es diagonal virtual de 2, sea N = (6 ® 6)**(M).
Entonces
Ty (N) =7y (0®0)™ (M) =07 g’ (M) = 0™ (ea) = ex.

Seanu € (BRB)", b€ By {a,} C Atales que # (a,) — b. Como u-b = lim, u- 0 (a,)
en (BEB)" entonces

(u,b- N) =(u-b,N) = li7rln<u-9(an),(9®9)** (M) :h'gn<(9®9)* (u-0(ay)), M)
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Asi si a, € 2 tenemos que (0 ® 0)* (u-0(a,)) € (ARA)*. Ademds si a;, a; € A
obtenemos

(0®0)" (u-0(a)) (a1 ® az) = (u-0(a)) (6 (a1) ® 0 (a2))
u(0(a-a1) ®0(az))
u((0®0)((a-ar)®az))
u((0®0)(a(ar ®az)))
= (0 ®0)"u) (a (a1 ®az)) = (((6 ® 0)"u)a) (a1 ® az),

de donde (0®0)* (u -0 (a)) = (( ® 0)*u) a. Asimismo, (#®0)* (u (6 (a))) = (0 ® 0)*u) a.
En consecuencia

(u,b- N) = (

I
=
=

(0 ®0)" (u-6(an)), M)
((0® 0)u) an, M)

(
(

g

Ju—
—

[u—
—

*5 *3

0®0)u,a,- M)
7

[
=

{

{

((0®0)u, M -an)
{an ((0®0) ), M)
{
{
{

Ju—
|y

I
:E Sg 25 3

(0 ©0)"(0(an)u), M)
0 (an)u, (0 ®60)"M)
0 (an)u,N) = (b-u,N) = (u, N -b)

/

—_—
—

Ii

°8

Asi tenemos que 75 (N) =eg yb- N = N - b, entonces N es diagonal virtual de B y B
resulta amenable.

Amenabilidad de ciertas algebras uniformes

Sean € un espacio compacto Hausdorff, C'(£2) el dlgebra de Banach usual de funciones
continuas sobre ). Si G = {exp(if) : f € Cr(f2)}, G resulta amenable ya que es grupo
abeliano, i.e. ['(G) es amenable. Sea § : ['(G) — C(Q) dada por § (a) = >, . cne™
Entonces 6 es homomorfismo continuo de dlgebras. Si 2l = 6 (I'(G)), 2l es una subélgebra
de C'(§2). Ademas C — 2, puessi z € C, z = 0 (2d1) cond1(g) = 1sig=1lenGy
61(9) =0sig # len G. Ademds 0 (o) = >, .qom e =3, sa-, e = 0(a¥),
donde a*(h) = a (—h) con h € G, i.e. A C A*. Ademds A separa puntos de 2, y por el
Teorema de Stone-Weierstrass sigue que 2 es densa en C'(€2). La amenabilidad de C(2)
sigue entonces de ().
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El algebra sobre el disco cerrado unitario de C

Sea A(D) el conjunto de funciones continuas en el disco unitario cerrado D que son
analiticas en su interior D. Dados =,y € A(D) y ¢ € D, escribimos

<x*y><g>=</0 v (s — to) y (ts) dt

Entonces (A(D), ||o|| ,*) es una subdlgebra de Banach sin unidad de C¢c(D). Veamos
que A(D) no es amenable. En efecto, C es un .A—bimddulo de Banach como sigue defi-
niendo A\ - f=f-A=X-f(0)parar € Cy f € A.Sea Df = fI (0) para f € A(D).
Asi D € Z'(A,C) y es evidente que N''(A,C) = {0} y C es un médulo dual, de donde
sigue la afirmacion.

Algebras débilmente amenables

Es el caso de las dlgebras de Banach abelianas y semisimples, como sigue del ya
mencionado teorema de Singer & Wermer (cf. [31]).
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